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Kapitel 1

Verkettete Codes

1.1 Einfuhrung

Motivation

Ziel der Codierungstheorie ist es, die Kanalkapazitat 8aannon zu erreichen. Praktische Codes wie die im
letzten Semester behandelten Faltungs- und Blockcoddswait von dieser theoretischen Grenze entfernt.
Ein entscheidender Nachteil von ihnen besteht darin, déssimehmender Leistungsfahigkeit auch der Deco-
dieraufwand ansteigt, meistens wachst er exponentielDaher setzt die praktische Realisierbarkeit der Lei-
stungsfahigkeit dieser Codes schnell Grenzen. Zwar stiesir eine Frage der Zeit, bis die Technologie einen
hoheren Aufwand bei der Decodierung erlaubt. Trotzdeitit sieh die Frage, ob nur durch VergroR3erung der

Einflusslange bei Faltungscodes bzw. der Blocklange hmk8odes die Kapazitat nach Shannon prinzipiell

erreicht werden kann.

Einen anderen Weg zur Konstruktion leistungsfahiger KEfdes zeigte Forney bereits im Jahr 1966, als er
erstmals die Verkettung einfacher Teilcodes vorstellta$b]. Seit dieser Zeit sind gerade in den vergangenen
Jahren enorme Fortschritte zu verzeichnen gewesen. Heheloen ist hier das Jahr 1993, als zum ersten Mal
die sogenanntemurbo-Codegprasentiert wurden, einer geschickten parallelen Anamdreweier Faltungsco-
des, mit denen die Kapazitatsgrenze von Shannon so diehhagh nie erreicht wurde (Abstand nur noch
0,5 dB bei einer Fehlerrate van, = 10~°).

Idee

Die grundlegende Idee besteht also darin, einfache Codehigkt miteinander zu verkniipfen, so dass ein
Gesamtcode entsteht, der leistungsfahiger als die eezd{omponentencodes ist. Gleichzeitig muss er aber
auch einfacher zu decodieren sein. Dies soll an einem Btis@her erlautert werden. Die heute zur Verfligung
stehende Technologie erlaubt beispielsweise im Consweredn die Decodierung eines Faltungscodes mit
der Einflusslangd.. = 9, d.h. es ist ein Trellisdiagramm bestehend 2tis= 256 Zustanden abzuarbeiten.
Wiurde man nun 2 Faltungscodes mhit= 3 verknupfen, ergabe sich ein Aufwand, der einem Trelligtamm
von 2 - 22 = 8 Zustanden, also nur der 64-ste Teil des Aufwandes. Bsitiokgt man nun eine wiederholte
Decodierung des verketteten Codes (Turbo-DecodieruBg 62terationen, mehr dazu spater), ergibt sich ein
Aufwand von6 - 8 = 48 Zustanden, also immer noch weniger als ein Funftel dgziunglichen Aufwandes.
Ob der resultierende Gesamtcode genauso gut oder gar ltsaérd im Folgenden ausfuhrlich diskutiert.

Prinzipiell unterscheiden wir zwei Arten der Codeverkegiu

Serielle Verkettung

e Codes sind seriell hintereinander angeordnet

¢ Jeder nachfolgende Codierer codiert den gesamten Daiangtklusive der bereits erzeugten Redun-
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danzbit

e Bei zwei Teilcodes spricht man auch von einem inneren Codeynd einem aufieren Codé()

%E—'E—’ . . . %E—’
—)3—>3—> . . . —>3—>3—'

innerer Code

dullerer Code

Bild 1.1: Serielle Codeverkettung

Parallele Verkettung
e Teilcodes sind nun parallel angeordnet
e Jeder Teilcodierer erhalt nur die Informationsbit, nidle Redundanzbit der Ubrigen Codierer

e Die Ausgangssignale der einzelnen Teilcodierer sind dpechllel-seriell-Umsetzung zu einem Daten-
strom zusammenzufiigen.

Y

il

Code C, P

Code C,

L» Code C,

Bild 1.2: Parallele Codeverkettung

S

In vielen praktischen Systemen sind ebenfalls verketteidieglsysteme zu finden. So kommen z.B. im GSM-
Netz seriell verkniipfte Faltungscodes und CRC-Codes zingaEz. Wahrend erstere zur Fehlerkorrektur die-
nen, bewerkstelligen letztere die Fehlererkennung. Satintige Kontrollkanale verwenden anstelle der CRC-
Codes auch Fire-Codes zur Fehlerkorrektur.

Bei Weltraummissionen wie beispielsweise der Galileositis findet dieUbertragung bei sehr niedrigen
Signal-Rausch-Abstanden statt, da die Sendeleistuaggstregrenzt ist und sehr grof3e Entfernungen zu tiber-
bricken sind. Aus diesem Grund sind hier Codes zu bevorzufje unter diesen extremen Randbedingungen
gute Ergebnisse erzielen. Das System der NASA verwendeétradsen Code einen Faltungscode, fur den mit
dem Viterbi-Algorithmus ein effizientes Verfahren zur Sbicision-Decodierung zur Verfugung steht. Als
aulRerer Code wird ein Reed-Solomon-Code eingesetztetiegst zur Korrektur von Bundelfehlern geeignet
ist und somit die Fehlerblindel am Ausgang des Viterbi-Athmus korrigieren kann.

1.1. EINFUHRUNG 2
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Im Rahmen dieser Vorlesung sollen nicht alle Einzelheitimpei der Verkettung von Codes eine Rolle spielen
behandelt werden. Vielmehr ist es die Aufgabe, ein gruretidgs Verstandnis fur die grobe Funktionsweise
verschiedenen Prinzipien zu entwickeln. Insbesondergetetive Decodierung in Kapitel 1.7 mit ihren spezi-

ellen Decodieralgorithmen ist ein sehr komplexes Feld hilzte in seiner Vollstandigkeit abgehandelt werden
kann und noch Gegenstand der aktuellen Forschung ist.

Abschnitt 1.3.2 enthalt einen einfachen Einstieg in dabi@ealer verketteten Codesgncatenated codgs
und erlautert am Beispiel einfacher Produktcodes derdhaAuund Struktur sowie den Unterschied zwischen
serieller und paralleler Verkettung. Danach werden irr #ligrze die erwahnten Turbo-Codes vorgestellt und
im Anschluf3 ein leistungsfahiges Verfahren zur Decodigrverketteter Codes erklart. Bevor jedoch auf eine
geschickte Verkettung einfacher Teilcodes eingegangesh eifolgt in nachsten Abschnitt zunachst ein kurzer
Einschub zur Erklarung ddasterleaving

1.2 Interleaving (Codespreizung)

Diese auch al€odespreizungoder Verschachtelungbekannte Technik beeinfluf3t in hohem MalRRe die Lei-
stungsfahigkeit verketteter Codes und stellt somit eif@htige zu optimierende Komponente dar. Interleaver
werden nicht nur in Zusammenhang mit verketteten Codesaratet, sondern kommen auch bei der Spreizung
von Bindelfehlern, die z.B. durch Fading entstanden sinnh Einsatz.

1.2.1 Blockinterleaver

Der BegriffInterleavingbeschreibt die Permutation einer Symbolfolgel.h. die Veranderung der Reihenfolge
der inx enthaltenen Symbole. Der einfachste Fall ist der sogeadintkinterleaver, welcher in Bild 1.3
abgebildet ist. In diesem Beispiel besteht er aus 3 ZeilehfuSpalten. Er wird Spalte fur Spalte mit dem
Eingangsvektor

X = (xg X1 T2 T3 T4 T5 Te T7 T L9 T10 T11 T12 T13 T14)

beschrieben, allerdings zeilenweise ausgelesen. Sdamaiten wir

X = (x0 x3 T6 Ty T12 T1 T4 T7 T10 T13 T2 T5 T8 T11 L14)

iSchreiben

—>
Xo | X3 | X6 | X0 | X2
Lesen

Xl X4 | X7 | X0 | X13

Xo | Xs | X | X11 | X4

Bild 1.3: Allgemeiner Aufbau eines Interleavers

Es ist zu erkennen, dass zwischen urspriinglich benaemb8stmbolen nun ein Abstand vdr = 5 existiert.
Dieser Abstand wird alinterleavingtiefe bezeichnet. Die optimale Dimensionierung des Interleabéngt
von mehreren Faktoren ab und wird auch durch den jeweiliggw®&hdungszweck beeinfluf3t.

Anzahl der Spalten

Die Anzahl der Spalten bestimmt direkt die Interleavinfgtie;. Sollen beispielsweise Biindelfehler bis zu einer
Langeb am Eingang eines Viterbi-Decodierers aufgebrochen werdessL; > b gelten, damit sichergestellt
ist, dass sich der Bundelfehler Iry Einzelfehler aufteilt. Dabei ist leicht einzusehen, ddedmterleavingtiefe
vergroRert werden kann, wenn die Anzahl der Spalten enhiit.

1.2.INTERLEAVINGCODESPREIZUNG) 3
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Anzahl der Zeilen

Die zweite Dimension, also die Anzahl der Zeilen, hangt fadgender Betrachtung ab. Bei einem Faltungsco-
de der Einflusslangg. = 5 sind beispielsweise aufgrund des Gedachtnisses 5 anflEnéolgende Codeworte
eng miteinander korreliert. Bei einer Coderate vtyn= 1/2 heif3t das, dass 10 aufeinander folgende Bit korre-
liert sind. Sollen diese durch den Interleaver moglichsit\@useinander gespreizt werden (namlich Bgitum

sie gut vor Blindelfehlern zu schiitzen), so muss die Zedlehl../R. = 10 betragen. Dann ist sichergestellt,
dass jedes dieser 10 Bit zu seinem Nachbarn einen Abstand poesitzt.

Verzogerungszeiten
Dabei gilt zu beachten, dass der Inhalt in der Regel erstedesgn werden kann, wenn der Speicherbereich
komplett beschrieben worden ist. Hierdurch entsteht gistembedingte Verzogerungszeit

At = Zeilen - Spalten - T}, (1.2)

(Regelungstechniker wiirden von Totzeit sprechen), ditséine Werte nicht Uberschreiten darf. So gibt es
fur die Duplex-SprachiUbertragung zwar keinen festem@sert einer maximalen Verzogerungszeit, mehr als
einige 10 ms gelten aber als nicht tolerierbar. Hieraustfalgss z.B. bei einer Datenrate von 9,6 kbit/s eine
Interleavergrof3e von nur etwa 400 bit schon an der oberenzerliegt, denn es gilt fur Interleaving (Sender)

undDe-Interleaving (Empfanger)
400

9600/ s

Im GSM-Netz werden fir den vollratigen Sprachkanal etwa Xbit/s Uibertragen. Fir diese Bruttodatenrate
ergibt sich bei 400 Bit Interleavergrof3e eine Verzoggezeit von

2-At=2 =83,3ms

400

22.800/s

=35ms

In der Literatur findet man auch Angaben Giber maximal zidiesVerzogerungszeiten die wesentlich restrikti-
ver sind (z.B. 20 ms).

1.2.2 Faltungsinterleaving

Auf das sogenannte Faltungsinterleaving soll an diesdleSieht weiter eingegangen werden. Es sei nur
soviel gesagt, dass die Funktionsweise der des Blockaaarigs stark ahnelt. Allerdings erreicht man die
gleiche Interleavingtiefe schon fur geringere Verzoggszeiten. Fur weiterfuhrende Informationen wird auf
die Literatur [Fri96] verwiesen.

1.2.3 Zufallsinterleaving

Insbesondere das Blockinterleaving sorgt mit seiner sfalmanigen Struktur dafiir, dass Symbole mit einem
gewissen Abstand auch nach der Verschachtelung noch deheagieAbstand zueinander oder aber ein ganz-
zahliges Vielfaches davon besitzen. Dies fuhrt insbesmntei den spater noch zu behandelnden Turbo-Codes
dazu, dass sich schlechte Distanzeigenschaften des Cagdee. Daher ist es in diesen Fallen von Vorteil,
die Codespreizung quasi-zufallig zu gestalten, d.h. died&r Permutation ist dem Empfanger naturlich be-
kannt, sie sollte aber keine systematische Struktur agémeiDerartige Interleaver kdonnen nicht systematisch
konstruiert werden, sondern miissen per Rechnersuchéiteptimiert werden.

1.2.INTERLEAVINGCODESPREIZUNG) 4
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1.3 Serielle Codeverkettung

1.3.1 Vorbetrachtungen

Beispiel 1:Serielle Verkettung von (3,2,2)-SPC-Code und (4,3,2)-%0de

Wir wollen uns anhand eines sehr einfachen Beispiels dehgadden Verkettung zweier Codes nahern. Dazu
betrachten wir zunachst einen einfachen (3,2,2)-SPG(idgle-Parity-Chedk der seriell mit einem (4,3,2)-
SPC-Code verknipft werden soll. Die Coderate des vetkett€odes betragR. = 2/4 = 1/2, Uber die
Mindestdistanz muss im Folgenden diskutiert werden.

u C ¢ C )
— 1 2

2 (3,2,2)-SPC 3 (4,3,2)-SPC 4
dmin =2 dmin =2

Bild 1.4: Serielle Codeverkettung zweier SPC-Codes

SPC-Codes hangen dem Informationswortin einfaches Paritatsbit an, sie besitzen also die Mildistanz
dmin = 2. Es stellt sich nun die Frage, welche Mindestdistanz di&atenng hat. Rein anschaulich wiirde man
eine Distanz groRer als 2 vermuten. Fur dieses einfacispiBklasst sich das Distanzspektrum noch anhand
einer Tabelle erlautern.

u ‘ c1 ‘ Co "LUH(CQ)
00| 000|0000O0 0
01,011/0110 2
10({101|1010 2
11(110(1100 2

Tabelle 1.1:Codeworte der Verkettung von auf3erem (3,2,2)-SPC undénmé4,3,2)-SPC

Da es sich um einen linearen Code handelt, reicht es aus atecfite der Codeworter zu betrachten und nicht
die Distanzen untereinander. Es ist sofort ersichtliclssahe Mindestdistanz nach wie véy;, = 2 betragt.
Offensichtlich fuhrt eine Verkettung von Codes nicht anéisch zu einer Verbesserung der Distanzeigenschaf-
ten. Das folgende Beispiel veranschaulicht, dass bei ehggder Kombination zweier Codes der Gesamtcode
die freie Distanz des inneren Codes Ubernimmt.

Beispiel 2:Serielle Verkettung von (4,3,2)-SPCY) und (7,4,3)-Hamming-Code&’t)
Die Coderate dieser Verkettung laufet = 3/7.

u C1 Co 'wH(Cg) (~32 'wH(ég)
000|0000|000C0OO0O 0 0000000 0
001/0011|{00110012 3 0001111 4
010/0101|0101010 3 0110011 4
011/0110|{01100112 4 0111100 4
100({1001/1001100 3 1010101 4
101({1010(1010101 4 1011010 4
110({1100(1100110 4 1100110 4
111)11111/1111111 7 1101001 4

Tabelle 1.2:Codeworte der Verkettung von aul3erem (4,3,2)-SPC undénmé/,4,3)-Hamming-Codé{ sind geschickt
gewahlte Codeworte zur Erhohung der Mindestdistanziguf = 4)

Der aulRere (4,3,2)-SPC-Code besitzt die Mindestdiaﬁ&rﬁﬂz = 2, wahrend der innere (7,4,3)-Hammingcode

1.3. SERIELLE CODEVERKETTUNG 5
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bekannterweise die Mindestdistan]zi)n = 3 hat. Sie stellt gemaf obiger Tabelle auch die kleinsteaDist
des verketteten Codes dar. Hieraus folgt, dass die Verigttweier Codes nicht zwingend zu einem besseren
Gesamtcode fiihrt. Vielmehr wirkt sich der au3ere Codeaigdat aus und die Mindestdistanz des inneren Codes
bestimmt auch die Mindestdistanz des Gesamtcodes.

Verantwortlich fur das Scheitern einer Codeverketturniglis Zuordnung der Codewortg des aufReren Co-
des auf die Codeworte, des inneren. Der auf3ere Codierer sorgt durch das Hinenfiign Redundanz fr
eine Teilmengenbildung, d.h. d&A = 16 prinzipiell moglichen Eingangsworten am inneren Codigreten
tatsachlich nue® = 8 auf. Dies hat zur Folge, dass von 16 moglichen Hamming-®@oden nur 8 verwen-
det werden. Erfolgt die Auswahl der 8 verwendeten Codewsoteingeschickt, dass sie zufallig die kleinst
mogliche Hamming-Distanz untereinander aufweisen, Wieddurch auch die Gesamtdistanz des verketteten
Codes dominiert; der aul3ere Code wirkt sich nicht auf digtddizeigenschaften aus. Hieraus kann das Ziel
formuliert werden, dass die tatsachlich benutzten 8 Codewso zu wahlen sind, dass sie moglichst grol3e
Distanzen untereinander aufweisen. Dann wiirde sich —wiabelle 1.2 mit,; gezeigt — fir den Gesamtcode
eine hohere minimale Hamming-Distanz (im Beispigl,, = 4) ergeben, als sie der innere Code besitzt.

Wie muss die Verkettung von Codes im allgemeinen erfolgen ainit sich fir den verketteten
Code optimale Distanzeigenschaften ergeben?

1.3.2 Produktcodes

Eine geschickte Verkettung von Codes stellen die Proddieeaar. Auch wenn es auf den ersten Blick nicht
sofort ersichtlich ist, stellt der folgende Aufbau die sée Verkettung zweier Codes dar.

k n-k
i u —p
c
-k p‘ | p]
C\

Bild 1.5: Allgemeiner Aufbau eines Produktcodes

Ein Matrix u bestehend ausl - &~ Informationsbit wird ink! Zeilen undk~ Spalten angeordnet. Die Infor-
mationsbit dieser Matrix werden dann zeilenweise ehmizontalen Codierunglurch einen systematischen
(n—,k~,d™)-BlockcodeC~ unterzogen. Jede Zeile stellt ein eigenes Codewort damse idsgesanit' Co-
deworter generiert wurden. Die erzeugten Prifbit sinden Prifmatrixp~ zusammengefal3t. Die Coderate
des horizontalen Codes betrdgt = Z—:

AnschlieRend erfolgt eineertikale Codierungller bisher erzeugten Codeworte mit einem ebenfalls syste
tischen ¢!, k!, d')-BlockcodeC!, wobei jede Spalte ein eigenes Codewort darstellt. DiébRrder Informati-
onsmatrixu sind in p/ zusammengefaft worden, die Priifbit der Priifmatrixin pT. Die Coderate betragt

hier B, = &

nl’

1.3. SERIELLE CODEVERKETTUNG 6
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Anmerkung:

Werden lineare Teilcodes eingesetzt (wir gehen in der ¥arlg immer davon aus), so stellen alle Zeilen als
auch alle Spalten gilltige Codeworte v6tt bzw. C! dar. Dies ist nicht unbedingt selbstverstandlich, da die
Prufmatrixp™ lediglich durch die vertikale Codierung erzeugt wurde.deistellt aber eine Linearkombination
der horizontalen Codeworte dar, wodurch sich aufgrund dezdritat wiederum ein giltiges Codewort &uis
ergibt.

Die in Bild 1.5 dargestellte Anordnung entspricht einer seiellen Verkettung von C~ und C!, da alle von
C~ erzeugten Codeworte anschlieBend komplett durcid’! abermals codiert werden.

Die Coderate lautet somit |
k= -k

R, = =R, -R! (1.2)
n=-nl

und setzt sich somit aus dem Produkt der Coderatentvorund C! zusammen. Fiir die Minimaldistanz des
Produktcodes gilt
dinin = dy, -,

o G - (1.3)
Wahrend GlI. (1.2) selbsterklarend ist, lasst sich GB)Yfolgendermal3en veranschaulichen. Wir stellen uns vor,
dassu nur eine Zeile enthalt, die Binarstellen ungleich Nultheiit. Das sich ergebende Codewort dieser Zeile
habe das minimale Gewichf . des horizontalen Codes. Fur jede dgf Binarstellen ungleich Null (und

nur fir diese) erzeugt der vertikale Codé genaud_; Codeworte, welche jeweils mindestens das Gewicht
d . besitzen. Die kleinste vorkommende Distanz ergibt sich alss dem Produkt der minimalen Distanzen

min

der beiden Teilcodes und ist somit grol3er als diese.

Frage: Worin besteht der Unterschied zwischen den Produkiodes und der einfachen seriellen Verket-
tung?

Der Produktcode aus Bild 1.5 besitzt inharent einen Bluekleaver. Dies ist der Tatsache zu entnehmen,
dassC~ mit der zeilenweisen Codierung andere Informationsbitiaare Codewort zusammenfaRt &ls mit

der vertikalen Codierung. Produktcodes enthalten alseneBlockinterleaver mit~ Spalten und:! Zeilen.
Hierdurch erhoht sich die Mindestdistanz des verkett€tedes gegeniiber dem Beispiel aus Abschnitt 1.3.1.

u B C C1 | Co
—> C=C I C=C

Bild 1.6: Serielle Verkettung zweier Codes mit Interleaving

Die Auswirkungen einer gro3eren Mindestdistanz sollefolgendem Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel 3:

Wir konstruieren einen (12,6,4)-Produktcode aus den sebomBeispiel 1 in Abschnitt 1.3.1 bekannten (3,2,2)-
und (4,3,2)-SPC-Codes. (siehe Bild 1.7). Die Coderate defuRtcodesk,. = 6/12 = 1/2 verandert sich nicht
gegeniber der des verketteten Codes ohne Codespreizeanynizrschied besteht vielmehr darin, dass durch
den Einsatz des Interleavers 3 Informationswartgemeinsam ein verkettetes Codewort ergeben. Hierdurch
wurde die Blocklange der einfachen Verkniipfung ohne GprEzung vom = 4 auf jetztn = 12 vergroliert,
was — wie wir wissen — fiir Blockcodes ein grof3er Vorteil Bies fuhrt zu folgender Verbesserung.

Die als Teilcode verwendeten SPC-Codes besitzen beide wtidestdistanz 2 und kdnnen somit 1 Fehler
erkennen, allerdings keine Fehler korrigieren. Die Vegfing zu einem Produktcode erhoht nun nach Gl. (1.3)
die Mindestdistanz auf 4, so dass 1 Fehler korrigiert undi8dferkannt werden kdnnen.

Die Fehlerkorrektur ist in Bild 1.7 noch einmal veransciaul Ist das Symbok; fehlerhaft, so sprechen
sowohl die Zeilenprifung der 2. Zeile als auch die Spaltgiymg der 1. Spalte an. Beide kdnnen nur einen
Fehler erkennen, ihr Schnittpunkt gibt jedoch exakt didelidtafte Stelle an.

1.3. SERIELLE CODEVERKETTUNG 7
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Xy | x4 | xg

G| | =

X | X6 | *10

X3 [ X7 | X1

Bild 1.7: Beispiel 3: (12,6,4)-Produktcode bestehend aus (3,2r2){(4,3,2)-SPC-Codes

Die Singleton-Schranke aus dem letzten Semester gab arhewdindestdistand,,;,, ein (n, k)-Code maximal
annehmen kann. Sie betragt fir das obige Beispiel

Apin <n—k+1=12—-6+1=7

und zeigt, dass dieser Produktcode auch kein MDS-Chidi(num Distance Separablest (vgl. Hamming-

Schranke2" % =26 =64 > ! _ (") =221, (1) = 13).

Beispiel 4:
Die beiden aus Beispiel 2 bekannten Teilcodes werden numemg28,12,4)-Produktcode kombiniert (siehe

Bild 1.8). Die Coderatek. = 12/28 = 3/7 verandert sich nicht gegenuber der des verketteten Calues

Codespreizung. Die neue minimale Gesamtdistanz be®#dtd,;, = 2 - 3 = 6. Damit lassen sich nun 2
Fehler korrigieren und 5 erkennen.

Xo | X7 | X1a | X2 Xo | X7 | *14 | *21
@ X3 | X5 | *22 @ Xg @ X2
X | Xo | X16 | X23 X | Xo | %16 | X23
X3 | X10 | *17 | Xo4 X3 | X10 | *17 | Xo4
X1 | *18 | X2s Xg | X1p | X18 | Xos
X5 | X2 | X19] Y26 Xs | 12 | X109 X26
X6 | X13 | *20] X27 X6 | ¥13 | X20| X27

Bild 1.8: Beispiel 4: (28,12,6)-Produktcode bestehend aus (437Z)-Code und (7,4,3)-Hamming-Code
Die Singleton-Schranke lautet hier
Apin <N —k+1=28-12+1=17
und zeigt, dass auch dieser Produktcode kein MDS-Code éh(hing-Schranke2'* > 3°2_ (%) = 407).

Bei diesen sehr einfachen und ibersichtlichen Betragatuist zu beachten, dass als Komponentencodes nicht
sehr leistungsfahige Codes eingesetzt wurden. Zwar gda®Ziel, mit einfachen Teilcodes machtige verkettete
Codes zu generieren, ein (3,2,2)-SPC-Code ist fur seige@te vonk,. = 2/3 allerdings nicht sehr geeignet.
Wir werden spater anhand einiger Beispiele sehen, daksBéirkcodes insbesondere fur hohe Coderaten
eignen und gerade nicht fur Raten von 1/2 oder geringer.

1.3.3 Wabhl der Teilcodes

Selbstverstandlich kdnnen nicht nur Blockcodes in damobeschriebenen Art und Weise seriell miteinander
verknipft werden. Die gleiche Methode ist auch auf zweiradehrere Faltungscodes und auch auf Kombi-

1.3. SERIELLE CODEVERKETTUNG 8
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nationen von Block- und Faltungscodes anwendbar. Preikiglellt sich hier die Frage, welchen Code man
als inneren und welchen man als aul3eren Code wahlt. Diege kst nicht grundsatzlich zu beantworten, die
Antwort hangt von vielen verschiedenen Faktoren ab. Belspeise ist es hinsichtlich des Distanzspektrums
eines verketteten Codes von Vorteil, wenn der auRere Aodereéglichst grof3e freie Distanz besitzt. Demnach
mufte der starkere von zwei Codes als aul3erer Code eirgegrden.

Wie sich spater allerdings zeigen wird, konnen verkettebdes aus Grinden der Realisierbarkeit im allge-
meinen nicht nach deflaximum LikelihooeKriterium decodiert werden. Vielmehr wird die in Abschriit7
beschriebene iterative Decodierung eingesetzt. Flissisiglnstiger, den starkeren Code innen einzusetzen,
da dieser zuerst decodiert wird und somit eine bessere Agshasis fir die Decodierung des auf3eren Codes
liefert.

Im Folgenden werden zwei serielle Codeverkettungen bedtardie beide Faltungscodes einsetzen und die in
Bild 1.6 dargestellte Struktur aufweisen. Die erste Vatkel besteht aus zwei Uiber einen Interleaver verbunde-
nen Faltungscodes. Der auf3ere Codierer kann problentiogniert werden, wohingegen der innere Codierer
die codierte Sequenz des aulReren erhalt und sein Tiadisonm somit offen bleibt.

Die zweite Verkettung setzt sich aus einem aul3eren (t@ertem) Faltungscode und einem inneren Walsh-
Hadamard-Code zusammen. Der Walsh-Hadamard-Code isnearédr, systematischer Blockcode der Rate
1d(M)/M, d.h. er ordnet beispielsweise einem 6-Bit-Eingangswiar64-Bit-Ausgangswort zu. Damit ist der
WH-Code ein niedrigratiger Code. Eine Besonderheit béstatin, dass seine Ausgangsworte orthogonal zu-
einander sind. Aus diesem Grund werden WH-Codes auch aisgmmale Modulationsverfahren interpretiert.
Die Kombination von auRerem Faltungscode und innerem VédeQvird tibrigens in einem Mobilfunksystem
der zweiten Generation, dem Qualcomm-System 1S-95 in deh\gBrvendet.

1.4 Parallele Codeverkettung (Turbo-Codes)

1.4.1 Modifikation der Produktcodes

Am Anfang dieses Kapitels wurde schon die parallele Veudkgitvon Codes angesprochen. Der Unterschied
zur seriellen Verknipfung besteht darin, dass higgschliel3lichdie Informationsbit von mehreren Teilcodes

codiert werden, die jeweiligen Prifbit jedoch nicht. Diasst sich leicht auf die weiter vorne betrachteten
Produktcodes tbertragen. Wir konnen den in Bild 1.5 daigdéen Produktcode in eine parallele Verkettung
zweier Codes uberfiihren, indem wir die Priifhit der Bitiih ™ entfernen. Es ergibt sich dann folgende Struktur.

k n-k

C |

Bild 1.9: Allgemeine Struktur eines unvollstandigen Produktcodes
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Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einem uramdigen Produktcode. Er hat die Coderate

R k™ k! B 1
B (e R e R R e =R G
| p—
- 11 11 T 1 11 1~ o Rc\ Rc_ | (1.4)
+RZ_ +R_|c_ R_IC+RE_ Rc +Rc_Rc‘Rc
Hinsichtlich der Mindestdistanz gilt die Beziehung
dpin = d +d 1. (1.5)

Gl. (1.5) ist folgendermalRen zu verstehen. Wir nehmen wiadedass der Informationstail nur eine Zeile
enthalt, die exakt ein Element ungleich Null besitzt, alteigen Zeilen sollen nur Nullen enthalten. Ferner habe
das zugehorige Codewort dieser Zeile das minimale Gewight Die vertikale Decodierung mi'! erzeugt
somit nur ein einziges Codewort ungleich Null, da der RElifticht mehr codiert wird. Dieses Codewort hat
aber ein minimales Gewicht vatﬁmn, so dass sich beide Gewichte addieren. Jetzt muss nur naatkbiehtigt
werden, dass das Informationsbit, welches ungleich Nui] indbeiden Codeworten vorkommt und nur einmal
Ubertragen wird, woraus sich Gl. (1.5) ergibt.

Beispiel 5:Unvollstandiger Produktcode mit (3,2,2)- und (4,3,2)cSBodes

Wir wollen nun die beiden zuvor betrachteten Beispiele 3 4radif unvollstandige Produktcodes anwenden.
Aus den beiden SPC-Codes konstruieren wir einen (11,6@JelRtcode (siehe Bild 1.10). Die Coderdtg =
6/11 verandert sich in diesem Fall wenig gegeniiber dem weoitlitien Produktcode. Allerdings verringert sich
die minimale Distanz gemaf Gl. (1.5) von 4 auf 3. Damittigssh immer noch 1 Fehler korrigieren, aber nur
noch 2 Fehler erkennen.

()| %
X2 | Xs | X0

Bild 1.10: Beispiel 5: (11,6,4)-Produktcode bestehend aus (3,2r#){4,3,2)-SPC-Codes

Die eingekreisten Elemente kennzeichnen die Binarstglieich 1 fir ein mogliches Codewort mit minimalem
Gewicht. Die Singleton-Schranke lautet

Amin <n—k+1=11-6+1=6.

Beispiel 6:

Die beiden aus Beispiel 4 bekannten Teilcodes werden nuinemeunvollstandigen (25,12,4)-Produktcode
kombiniert (siehe Bild 1.11). Die Coderate. = 12/25 vergroRert sich etwas gegeniiber dem vollstandigen
Produktcode. Die neue minimale Gesamtdistanz betragtdgt, = 2 + 3 — 1 = 4. Damit lassen sich nun 2
Fehler erkennen und 1 Fehler korrigieren.

Die Singleton-Schranke lautet hier

Amin Sn—k+1=25-12+4+1=14.
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Bild 1.11: Beispiel 6: (25,12,4)-Produktcode bestehend aus (43FZ}-Code und (7,4,3)-Hamming-Code

1.4.2 Turbo-Codes

Die so genannteiiurbo-Codesvurden erstmals im Jahr 1993 von Berrou, Glavieux und Thitmma vor-
gestellt. Ihre Leistungsfahigkeit versetzte die gesdraighwelt in helle Aufregung, war es doch erstmals ge-
lungen, sich der Kapazitatsgrenze nach Shannon auf bisszdB)zu nahern (gangige im letzten Semester
vorgestellte Faltungscodes liegen etwa 3-5 dB von ihr emtifeDieser gewaltige Unterschied wird noch ein-
mal in Bild 1.12 veranschaulicht. Es ist zu erkennen, dasgumehmender Einflusslandg die Faltungscodes

an Leistungsfahigkeit gewinnen, diese Gewinne scheibeniammer kleiner zu werden. Damit ist abgesehen
vom exponentiell steigenden Decodieraufwand mit diesddmMdhme die Kapazitatsgrenze nach Shannon vor-
aussichtlich nicht zu erreichen.

Vergleich Faltungscodes — Turbo—Codes mit R’c:1/2

10 F T T I B
i —o— Lc=3 ||
—— Lc=5 |]
& —— Lc=7 |J
- —4— Lc=9 ||
107608 : T1C
10_2§ \ E
T
D;Q b
10_3? |
10_45* 3
10_5 I 1 I \ 1 J
0 1 2 3 4 5 6

Ey/Ny in dB —
Bild 1.12: Vergleich der Bitfehlerraten fiir klassische Faltungssodnd Turbo-Code

Demgegentiiber erreicht der hier dargestellte Turbo-CideFehlerrate vo, = 10~° bei 0,5 dB, was einem
Gewinn gegeniiber dem Faltungscode fmit= 9 von knapp 3 dB entspricht. Dies ist mit konventionellen
Faltungscodes nicht zu erreichen.
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Dieses Ergebnis ist ein wichtiger Meilenstein in der Caglgstheorie, da mit Hilfe der Turbo-Codes viele
wichtige Eigenschaften verketteter Codes zu analysidreh Bleben der geschickten Kombination mehrerer
Codes, die Gegenstand dieses Abschnitts ist, spielt felereiterative Decodierprozel’ eine wichtige Rolle.
Seiner speziellen Struktur verdanken die Turbo-Codes #uweh Namen. Da diese spezielle Art der Decodie-
rung auch fur die im vorigen Abschnitt behandelten Procottés angewendet wird, erfolgt die Beschreibung
separat im nachsten Abschnitt.

Seit ihrer ersten Vorstellung beschaftigen sich weltweitahlige Forscher mit den Turbo-Codes. Sie sorgten
gewissermalflen fur eine Initialziindung, den die iteeadecodierung wurde nun auf viele Bereiche auch au-
Rerhalb der Codierung angewandt (mehr dazu im nachstechAity. Einige sehr interessante und wichtige
Eigenschaften der Turbo-Codes wurden erst nach ihrer Ekliwig analysiert und verstanden, so z.B. der ei-
gentliche Grund fur ihre bisher noch nie erreichte Leiggiahigkeit. Wir wollen in dieser Vorlesung lediglich
die Grundlagen der Turbo-Codes erlautern. Auch werdent r@itte Aussagen durch mathematische Bewei-
se oder Herleitungen belegt. Vielmehr geht es darum, dagipielle Verstandnis fir diese spezielle Art der
Codeverkettung zu verstehen.

Allgemeiner Aufbau von Turbo-Codes

Den generellen Aufbau eines Turbo-Codierers zeigt Bil@1Sie bestehen aus einer parallelen Verkettung von
i.a. ¢ Faltungscodes, wobei die zum Einsatz kommenden Codeszawchgjend unterschiedlich sein missen.
In den meisten Fallen werden sogar identische Teilcodeserelet. Jeder Teilcodierér; erhalt die gleiche
Eingangsfolgeu, allerdings in jeweils unterschiedlicher Reihenfolgg)( Die verschiedenen Permutationen
von u in u; werden Uber Interleavdd; realisiert, wobei der Interleavéi; vor dem ersten Teilcod€; auch
weggelassen werden kann.

u U
u C
L C
u C
H2 2 C2 2 ¢
v P>
u C
Ly I, - C, 1

Bild 1.13: Allgemeiner Aufbau eines Turbo-Codes bestehend;aleslcodes

Als Teilcodes werden in der Regel systematische Codes satrje die Ausgange der Codierer in Bild 1.13
liefern demnach nur die redundanten Prifbit. Die Infoioregbit u werden Uber den oberen Zweig direkt
an den Ausgang gefiuihrturbo-Codes sind also systematische CodeZur Anpassung der Gesamtcoderate
konnen sowohl die Prifbit als auch die Informationsbibktiert werden. Hierzu dient die Punktierungsmatrix
P.

Die Coderate des verketteten Codes lasst sich wie folgicheen. Alle Codiere; erhalten Eingangssequen-
zenu, gleicher Lange: = Ly. Sie besitzen die Coderatét) ; = k/n;. Dau nur einmal Ubertragen wird, flgt
jeder Teilcoden; — k Prufbit hinzu. Werden nur die Priufbit der Teilcodietérund nichtu punktiert, so ergibt
sich insgesamt die Coderate

R k B k
ke —k) e gk XLini—(g—1) K
1 1
_ _ _ , (1.6)
i (a—1) . Ri,i_(q_l)
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Aus Griinden deblbersichtlichkeit beschranken wir uns im Folgenden adigkch 2 Teilcodes. Mit dieser
Einschrankung kdnnen weiterhin alle wesentlichen Atpeklautert werden. Eine Erweiterung auf mehr als 2
Komponentencodes ist allerdings jederzeit moglich (kI Bil4). Die Gesamtcoderate fige= 2 lautet

1 Rc.1- R
R.= 1 1 = R Rc’l Ez R (17)
Rea + Rea 1 c,1 + c,2 — dlc1 ° Lc 2
u u
u, C ¢ ] C
1 >
c
1, P[>
u, C C,
2

Bild 1.14: Aufbau eines Turbo-Codes bestehend aus 2 Teilcodes

1.4.3 Wabhl der Teilcodes

Selbstverstandlich hat die konkrete Wahl der Teilcodeshéhei der parallelen Verkettung direkte Auswir-
kungen auf die Leistungsfahigkeit des Gesamtcodes. Aesedi Grund sollen hier nun einige wichtige Ei-
genschaften der Teilcodes beschrieben werden. Dabeineezgch die hier gemachten Aussagen auf die im
letzten Abschnitt behandelten Turbo-Codes.

Als Teilcodes werden rekursive, systematische Falturdgs(RSC-Code) eingesetzt. Daher erzeugen die Teil-
codesC; wie in Bild 1.15 dargestellt lediglich die Prifbit, die brinationsbit werden am Ende gesondert
hinzugefugt. Hinsichtlich der Einflusslande und der Coderaté&. der Teilcodes ist zu sagen, dass der Sinn
der Codeverkettung die Synthese ’einfacher’ Codes zu eigesfien’ Gesamtcode war. Aus diesem Grund
wird L. zwecks einfacher Decodierung nicht allzu grof3 gewahltligad in der Praxis im BereicB < L. < 5.
Selbstverstandlich lassen sich Unterschiede in der wagstfahigkeit in Abhangigkeit von der Einflusslange
der Teilcodes feststellen. Die Coderate debetragt in der Praxi®. = 1/n, da groRere Raten immer durch
Punktierung erreicht werden kdnnen. Es gibt aber aucha&es Teilcodes hoherer Rate einsetzen, die dann
geringfugig bessere Ergebnisse erzielen.

Ein wesentlicher Grund fur die herausragende LeistaitgKeit der Turbo-Codes ist die Rekursivitat der
Teilcodes. Man kann zeigen, dass BitfehlerrBfeind InterleavergroRé&; Uber die Beziehung

Py ~ Ly “min (1.8)

zusammenhangen, wohei,;, das minimale Eingangsgewicht eines Teilcodes beschféitdas ein endliches
Ausgangsgewicht erzielt wird. Bekannterweise besitze@®R8des eine IIR-Struktur, so dass fir ein endliches
Hamminggewicht der Ausgangssequenz mindestens ein Ejegawicht vonu,,;, = 2 erforderlich ist. Daher
gilt fur RSC-Codes

PPC ~ it (1.9)

d.h. die Bitfehlerrate ist proportional zum Kehrwert deehfeavergrofRe. Anders ausgedriickt, mit wachsendem
L wird der Turbo-Code immer besser!

Fur NSC-Codes gilt hingegen.,;, = 1, da sie eine endliche Impulsantwort besitzen. Damit isBatiehlerrate
eines aus NSC-Codes zusammengesetzten Turbo-Codesehespt Gl. (1.8) nicht von der InterleavergrofRe
abhangig. Somit ist klar, warum in der Praxis stets RSCe&Saiim Einsatz kommen.

Ferner kann gezeigt werden, dass die freie Disthrizein geeigneter Parameter zur Optimierung der Teilcodes
mehr ist. Vielmehr ist hier die sogenanmfektive Distanz

deff = Wmin + 2 * Cmin (1.10)
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von Vorteil. Dies ist folgendermal3en zu interpretieren.

Turbo-Codes sind systematische Codes, das Gewight der Infobit geht also auch in das Gesamtgewicht
ein. Flrwmin, Einsen am Eingang sei das minimale Gewicht der Prifbitseliedicodes:,,;,. Bei 2 identischen
Teilcodes betragt dann das Mindestgewicht des Turbo-€fider = 2 geraded, .

Hieraus folgt direkt, dass geeignete Teilcodesiiii= 2 das Gewicht der Prifbit maximieren miissen. Dieses
Ziel kann erreicht werden, wenn das Polynom zur Ruckkampligilerfremd (prim) ist. Dann namlich bildet
das Schieberegister eine Sequenz maximaler Lange (meB82ga.h. der minimale Abstand der beiden Einsen
am Eingang wird unter der Nebenbedingung einer endlichesgangssequenz maximal. Hierdurch werden mit
w = 2 die langst moglichen Sequenzen erzeugt, die natirlich@&heres Gewicht als kurze Sequenzen haben
konnen. Die Ubrigen Generatoren der Teilcodes sind danaridzu wahlen, dass das Gewicht der Prifbit flr
das spezielle teilerfremde Riickkopplungspolynom makisira!

Beispiel 7: Turbo-Code mity = 2 identischen Teilcodes mit, = 3 und R, = 1/2

Bild 1.15: Beispiel 7: Struktur eines Turbo-Codes it = 1/2 bestehend aus 2 Teilcodes mit= 55 undgs = 7g
10

0 1
— Coderate der Teilcodes i, | = R. 2 = 2/3, die des Gesamtcodés. = 1/2

e Prufbit der Teilcodes werden alternierend Ubertragen P =

e Einsatz rekursiver Teilcodes mgt = 5 undgs = 7, wobeig, zur Rickkopplung eingesetzt wird

e Polynomgz(D) =1+ D + D? ist teilerfremd
— Schieberegister bildet eine Sequenz maximaler Langedgqué&hz) mitl, = 22 — 1 = 3
— deg =24+2-4=10
e Polynomg; (D) = 1 + D?istnicht teilerfremd, denn es gilt + D? = (1 + D)?
— Schieberegister bildet eine Sequenz mit der Lahge 2
—5 dg=2+2-3=28

— Teilcode mitg; als Ruckkopplungspolynom wiirde schlechteren TurboeCnidien!

Beispiel 8: Turbo-Code miy = 2 Teilcodes mitL. = 5 und R, = 2/3

e Teilcodes der Originalrat®. = 1/2 werden zur Raté&?. = 4/5 punktiert

1000
—>P_<0010>

— R.=2/3
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Bild 1.16: Beispiel 8: Struktur eines Turbo-Codes miit = 2/3 bestehend aus 2 Teilcodes mit = 235 undg, = 355

e Einsatz rekursiver Teilcodes mgt = 23g undgs = 355, wobeig; zur Riickkopplung eingesetzt wird

e Polynomg; (D) = 1+ D3 + D% ist teilerfremd
— Schieberegister bildet eine Sequenz maximaler Langedgquéhz) mitL, =24 — 1 =15

e Polynomgy(D) = 1 + D + D? 4+ D* ist nicht teilerfremd, denn es gilD* + D> + D + 1 =
(D+1)-(D3+ D?+1)

— Schieberegister erzeugt periodische Sequenzen der hdngel undL =7

— Teilcode mitg, als Ruckkopplungspolynom wiirde schlechteren TurboeCnldien

Hinsichtlich der Punktierung der Teilcodes ist darauf Ziotew, dass keiner der beteiligten Komponentencodes
katastrophal wird (s. 1. Semester). Mit zunehmender Peinkig sind in der Regel Teilcodes groRRerer Ein-
flusslange zu wahlen, damit die kleinste Distanz grofeems bleibt und somit ein Codiergewinn erhalten
bleibt.

1.5 Einfluss der Interleavers

Eine ebenso wichtige Rolle wie die Teilcodes spielt sowdhidie serielle wie auch fur die parallele Verket-
tung der Interleaver. Er soll vermeiden, dass der Gesamtéodgangsfolgen mit geringem Gewicht enthalt.
Fur parallele Verkettungen wie den Turbo-Codes soll drleaver verhindern, dass an beiden Teilcodierern
gleichzeitig Sequenzes; mit geringem Gewicht der Prifbit auftreten. Dann hatenhch die Ausgangsse-
quenzc des gesamten Turbo-Codes ein geringes Gewicht und der Qdgieirad der Linearitat eine geringe
kleinste Distanz. Dies muss vermieden werden, d.h. wenAusgangsbit vorC’; ein geringes Gewicht haben,
sollte der Interleavell; die Eingangsfolgen derart permutieren, dass die ay gehorende Ausgangsfolgg

ein hohes Gewicht besitzt. Dann hat der Turbo-Code insgesem® hohere Mindestdistanz. Das Verwurfeln
der Eingangssequenfiihrt also nicht nur zu einer Permutation der codiertenu8ag vonc; nachcs, sondern
sorgt dafir, das€ eine vollig andere Ausgangssequenz geneizt.Interleaver beeinfludt also direkt die
Mindestdistanz des Turbo-Codes.

Ahnliches gilt auch fiir die serielle Verkettung. Bekaiuttlsorgt der auRere Code fiir eine Auswahl bestimm-
ter Codeworte bzw. Codesequenzen des inneren Codes. Rdedver hat hier die Aufgabe, die Teilmenge

des inneren Codes so auszuwahlen, dass die Distanzdigfescdes Teilcodes optimiert werden. Werden
beispielsweise ein Faltungscode als aul3erer Code unthesrér Blockcode als innerer Code eingesetzt, so
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sind die 'Einsen’ der faltungscodierten Sequenz derartezachachteln, dass sie auf moglichst viele verschie-
dene Codeworte des Blockcodes aufgeteilt werden. Dantlictabesitzt der Gesamtcode eine optimale freie
Distanz.

Ein weiterer wichtiger Aspekt, der im nachsten Abschnittlanoch diskutiert wird, betrifft nicht das Min-
destgewicht selbst, sondern die Anzahl der Pfade mit eirestiromten Gewicht. Durch das Interleaving wird
namlich die Anzahl der Sequenzen mit geringem Gewichttidcs reduziert. Wie wir wissen, geht diese in
die Koeffizientenc; des Distanzspektrums und somit auch direkt in die Bitfeaterein.Der Interleaver
beeinflulRt also auch die Hufigkeit von Sequenzen mit bestimmten Gewicht und somit dagesamte Di-
stanzspektrum.

Ein letzter wichtiger Gesichtspunkt betrifft die stasstie Unabhangigkeit der an den Ausgangen der ein-
zelnen Teilcodierer und greift somit den schon oben diskigin Punkt wieder auf. Durch die Permutation der
Informationssequenz erzeugen beide Teilcodierer urtimliche Ausgangssequenzen. Fir den Decodierpro-
zel3 ist es sehr wichtig, dassundc, moglichst statistisch unabhangig sind (s. Abschnitj. Dres muss durch
den Interleaver gewahrleistet werden. Es ist leicht eiahen, dass diese Forderung um so besser erfillt wird,
je grol3er der Interleaver ist, da dann die einzelnen Bisfien weiter auseinander gespreizt werden konnen.

Wahrend bei den Produktcodes vorwiegend einfache Bloe#@aver eingesetzt werden, finden bei den Turbo-
Codes ab einer bestimmten Blocklange quasi-zufalligerleaver Verwendung. Der Grund hierfar kann wie
folgt erklart werden. Wir nehmen an, dass Teilcodes eigigésverden, deren rekursives Polynom zu einer m-
Sequenz mit Periodendaukifihrt. Zwei Einsen im Abstand zueinander wirden dann zu einer Ausgangsse-
quenz mit endlichem Gewicht filhren. Entsprechend deresbidiskussion ware es jetzt wiinschenswert, wenn
durch die Permutatiohl, eine Ausgangssequenz generiert wird, die ein wesentlidgReges Gewicht besitzt.
Dies wird bei Blockinterleavern fur folgende Konsteltatiaber gerade nicht erreicht.

Sind vier Einsen quadratisch mit dem Abstahdzu den direkten Nachbarn angeordnet, so bleibt nach der
Permutation mit einem Blockinterleaver diese Anordnuritakken. Dies fuhrt dazu, dass beide Teilcodes bei
bestimmten Eingangssequenzen Codefolgen mit geringemcBegrzeugen. Einen Ausweg biet®andom
Interleaver die eine quasi zufallige Permutation durchfilhren unahisdiese regelmafigen Strukturen auf-
brechen. Der Fall, dass beide Teilcodes niedergewichtggpiéhzen erzeugen, tritt dann wesentlich seltener
auf.

Beispiel: Teilcodes aus Beispiel 7 mit, = 3, Blockinterleaver mit Lange 4x4=16
Originalinformationsfolge: u=(101000001010)
Informationsfolge nach Interleaving:us = (10100000101 0)

Ol Ol
ellelielie)
Ol Ol
ellelielie)

Hieraus folgt, dass die obige Eingangsfolgeaus dem Interleaving unverandert hervorgeht und somit bei
de Komponentencode&s; und C; gleiche Ausgangssequenzenbzw. co erzeugen. Zur Vermeidung solcher

1.5. EINFLUSS DER INTERLEAVERS 16



Kanalcodierung Il \J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

Effekte missen regelmafige Strukturen im Interleavemieden werden. Da die Codespreizung nicht rein
zufallig erfolgen kann, werden haufig durch systematsRlechnersuche optimierte Interleagedichtet Da-

zu geht man von einer im Prinzip willkiirlich gewahlten i§d@rmutation aus und betrachtet zunachst alle Ein-
gangsfolgen mit einem Gewicht vany (u) = 2. Die Permutationsvorschrift wird fur diese Sequenzen san
geformt, dass der obige Effekt nicht mehr auftritt. AnseRénd wird die Prozedur von Eingangssequenzen mit
wpg(u) = 3 wiederholt usw. Naturlich ist der Rechenaufwand extrerwhhaveshalb diese Optimierungsstrate-
gie aus Grunden der Realisierbarkeit nur fir geringe Gletgidurchgefuhrt werden kann und somit auch nicht
zu einem optimalen Interleaver fiihrt. Die Verbesserurgggreniiber der Ausgangspermutation sind allerdings
beachtlich.

1.6 Distanzeigenschaften und Absdétzung der Leistungsthigkeit

Wie in den vorangegangenen Abschnitten deutlich wurdegimd@keilcodes als auch Interleaver entscheidenden
Einfluss auf das Distanzspektrum und somit auch die Leisfahggkeit verketteter Codes. Daher soll in die-
sem Abschnitt das Distanzspektrum von verketteten Codsshinkurzer Form erlautert und damit die Frage
beantwortet werden, warum verkettete Codes und im spezidie Turbo-Codes eigentlich so gut sind. Anhand
der uns schon bekannten Abschatzung

- dR.E,
P, < -dgd:f cq - erfe ( T()) (1.11)

kdnnen vorab schon zwei prinzipielle Aussagen getroffenden.

N =

1. Die freie Distanzi; eines Codes, d.h. die kleinste Hammingdistanz, die zweeSaglienzen zueinander
haben kdnnen, sollte so grol3 wie moglich sein.

2. Die Anzahl der Pfade inshesondere mit kleinen Distanaéite so klein wie moglich sein.

Um den immens hohen Aufwand der Beriicksichtigung eine&reden Interleavers zu umgehen, bedienen wir
uns eines theoretischen Hilfsmittels, dem sogenandt@form Interleaver Er berlicksichtigt alle modglichen
Permutationsvorschriften eines Interleavers der Langand reprasentiert somit einen 'mittleren’ Interleaver.

Aus dem letzten Semester ist uns noch die IOWEBPBYt Output Weight Enumerating Functjon

k n
AW, D) =>"> " Ayq-W*D*
w=0 d=0

bekannt, welche auch ofters als Distanzspektrum bezeichuarde. Sie ist fur verkettete Codes leicht zu mo-
difizieren. So lautet beispielsweise die bedingte IOWEFefil bestimmtes Eingangsgewiaht
A(w, D) = Aygq-D* (1.12)
d=0
und fur ein bestimmtes Ausgangsgewiaht

k
AW,d) =" Aya-W" . (1.13)
w=0

Wir missen nun zwischen der seriellen und der paralleleketteing unterscheiden.
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Parallele Verkettung

Eine wichtige Eigenschaft der parallelen Verkettung igt @atsache, dass alle Teilcodie @y jeweils eine
permutierte Versiom; der gleichen Eingangssequamerhalten. Aus diesem Grund besitzen allelas gleiche
Eingangsgewichtv. Weiterhin erzeugen die Teilcodes nur die Prifbit, wabrdie Informationsbit direkt an
den Ausgang gelangen. Aus diesem Grund wird statt des Geswicler gesamten codierten Sequenz nur das
Gewichte der Prufbit in der IOWEF der Teilcodes berlcksichtigt gdsd = w + ¢). Unter Verwendung des
Uniform Interleaverdautet dann die bedingte IOWEF des parallel verkettetere€didr 2 Teilcodes

AP (0, C) = Al(w’(? ’32 w,0) ZAPM (1.14)

Durch die Multiplikation der bzglw bedingten IOWEF'sA; (w, D) und Az (w, D) der Teilcodes”; und Cy

wird erreicht, dass stets zwei Ausgangssequenzen mithgieiccingangsgewicht kombiniert werden. AulRer-
dem bewirkt diese Multiplikation die Erfassung aller Komdsionsmoglichkeiten der Ausgangssequenzen bei-
der Teilcodes Uniform Interleave). Die Division sorgt fur die notwendige Mittelung, c(afu) die Anzahl

der Permutationsmoglichkeiten vanEinsen in einem Block der Lange, angibt. Die Koeffizienterr; aus
Gl. (1.11) ergeben sich zu

w par

=y 7 Aue- (1.15)

wte=d "

Serielle Verkettung

Der wichtigste Unterschied zur parallelen Verkettung ddeisbei der seriellen Verkettung darin, dass das Aus-
gangsgewicht des aulReren Codes gleich dem Eingangsgeleistinneren Codes ist. Wir erhalten somit die
IOWEF des Gesamtcodes

Aser(W,D):ZAl(Wl )- 4:(, D) ZZ ser e D (1.16)

- (%)

AulBerdem ist zu beachten, dass der Interleaver nicht mitrfermationsbitu gefillt wird, sondern mit der
codierten Sequenz des aufReren Cade®eshalb erfolgt die Mittelung Uiber den Fak(oﬁ”). Fur diecy gilt

m C

w ser

Bild 1.17 stellt die Koeffizientem, Uber der DistanZ fur den Turbo-Code aus Beispiel 7 mit zwei identischen
Komponentencodeg; = 7s undgs = 53 (Gesamtrate?. = 1/3) und den Interleaverlangebr; = 100 und
L = 400 dar. Zum Vergleich sind die; auch fur einen drittelratigen Faltungscode der Einfausgél, = 9
illustriert. Wegen der Verwendung démiform Interleaversnehmen diez; auch Werte kleiner Eins an, sie
stellen Mittelwerte Uiber alle moglichen Permutationrsetriften dar.

e Der Turbo-Code besitzt mit; = 5 eine deutlich kleinere freie Distanz als der Faltungscalge= 18)

e Die Koeffizientenc, der Turbo-Codes sind aufgrund des Interleavings allesddeytlich kleiner als die
des Faltungscodes

e Der Unterschied nimmt mit wachsender Interleavergro3@Beachte logarithmische Darstellung!)

Bild 1.18 zeigt die mit den obigen Koeffizienten und Gl. (J.b&rechneten BitfehlerkurvetJion Bound fir
den AWGN- und auch den 1-Pfad Rayleigh-Fading-Kanal. eidldoKanale ergeben sich in etwa die gleichen
Verhaltnisse, weshalb im Folgenden nur auf den AWGN-Kaidaker eingegangen wird. Folgende Effekte sind
Zu beobachten:
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Bild 1.17: Distanzspektrum von Turbo-Code aus Beispiel 7 fur veesidme Interleavergrofen

e Fir kleine Signal-Rausch-Abstande sind die Turbo-Cadesentlich besser als die Faltungscodes (ab-
gesehen vom Divergenzbereich dérion Bound

¢ Die Vorteile werden mit steigender InterleavergroRel3gro

o Im weiteren Verlauf flachen die Bitfehlerkurven der Turboe@s ab

e Die des Faltungscodes werden dagegen immer steiler, ssidhsdie Kurven zwischen 4 dB und 6 dB
je nach Interleavergrof3e schneiden und die Faltungsdmsteser sind

Erkl arungen:

¢ Die freie Distanz bestimmt den asymptotischen Verlauf ddeBlerkurve (Verlauf fir sehr grof3e Signal-
Rausch-Abstande). Daher ist es nicht verwunderlich, wertdiesen Bereichen der Faltungscodes den
Turbo-Codes Uiberlegen ist. Es ist allerdings darauf zteacklass die Fehlerrate fur diese Signal-Rausch-
Abstande schon sehr niedrig ist und viele praktische &ysti#ir hdhere Fehlerraten ausgelegt sind (z.B.

P, =1073).

e Im Bereich kleiner Signal-Rausch-Abstande scheint diefDistanz nur eine untergeordnete Rolle zu
spielen, sonst waren hier die Turbo-Codes nicht so lejstiaig. Vielmehr kommt es hier auf die Anzahl
von Sequenzen mit bestimmtem Gewicht an.

— Pfade mit geringem Gewicht werden hier fast standig vehselt; sie sollten - wenn tberhaupt -
nur sehr selten auftreten (kleineg). Eigentlich ein Vorteil fur Faltungscode, der ersté@b-= 18

Sequenzen besitzt.

— Mit steigender Distanz wachsen dig bei Faltungscodes stark an; man kann zeigen, dass sie die
Bitfehlerrate fir kleine Signal-Rausch-Abstande dderen ¢; wachsen schneller als diefc()

abfallt).

— Fir Turbo-Codes wachsen digmit steigender Distanz wesentlich langsamer, wodurch &ergn
mit kleinen Distanzen die Bitfehlerrate dominieren.

1.6. DISTANZEIGENSCHAFTEN UND ABSCATZUNG DER LEISTUNGSHRHIGKEIT
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Bild 1.18: Analytische Abschatzung der Bitfehlerrate fur Turbod@s aus Beispiel 7

Aus den obigen Erlauterungen folgt, dass zum ErreicheiKdpazitatsgrenze nach Shannon nicht nur die freie
Distanzd, sondern auch die Anzahl der Pfade mit bestimmtem Gewidschlaggebend ist. Hieraus ergeben
sich andere Optimierungskonzepte als von den FaltungsBlowtkcodes bisher bekannt war.

1.7 Decodierung verketteter Codes

Eine sehr groRe Bedeutung kommt der Decodierung von vet&atiCodes zu. Die analytische Abschatzung
der Bitfehlerwahrscheinlichkeit mit Hilfe dddnion Boundbasiert stets auf der Annahme einer optimalen
Maximum LikelihooeDecodierung. Diese ist aber gerade fir verkettete Systemnicht durchfiihrbar. Zweck
der Codeverkettung war es ja auch, relativ einfache Tedlsal verwenden, die sich mit geringem Aufwand
decodieren lassen.

Wir erhalten somit auch im Empfanger eine Verkettung mehrB®ecodierer. Diese Konstellation fiihrt un-
weigerlich zu einer suboptimalen Decodierung, die nichtimgasMaximum-LikelihooeKriterium erfillt.
AulBerdem ist zu beachten, das bisher sowohl fiir Faltumigscals auch fur Blockcodes ndard-Decision
Algorithmen betrachtet wurden, d.h. Decodierverfahrémats Ergebnis hart entschiedene Bit ausgeben. Wah-
rend der fir Faltungscodes verwendete Viterbi-Algoriisnzumindest in der Lage ishoftWerte des Kanals

Zu verarbeiten, setzen die gangigen Verfahren fur Blodks normalerweise eing¢ard-Decisionvor der De-
codierung voraus. Jede harte Entscheidung vor der letatgfdhgerstufe resultiert aber automatisch in einem
Informationsverlust, der nicht mehr kompensiert werdemka

Um mit der verketteten Decodierung so dicht wie moglich EnaghtimaleMaximum-LikelihooeDecodierung

zu gelangen, sind also Verfahren erforderlich, die sovgisftWerte verarbeiten als auch ausgeben konnen.
Diese werdersoft-In/Soft-Ouidlgorithmen genannt und spielen in der aktuellen Forsgheine wichtige Rol-

le. Wir wollen hier zuerst ein geeignetes Mal} fur &eftinformation einfihren und dann einige wichtige
Algorithmen kennenlernen, die diese Information berelitsh konnen.
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1.7.1 Definition der Soft-Information

Im letzten Semester haben wir zwei verschiedene Decodigipien kennengelernt, das MAP-Kriterium (Ma-
ximum a posteriori) und dddaximum-LikelihooeKriterium. Der Unterschied besteht darin, dass bei le¢rte
alle Eingangssignale als gleichwahrscheinlich angenamwerden, wahrend beim MAP-Kriterium eine un-
terschiedliche Verteilung des Eingangsalphabets besrciokgt wird. Da dies fur die weitere Betrachtung sehr
wichtig ist, wollen wir im Folgenden stets das MAP-Kritaniwerwenden, wobei die Kanalcodierung bei der
Vorstellung derSoftinformation zunachst vernachlassigt wird. Die bisgerNotation wird hier weitgehend
ubernommen, so dass die logischenBit{0, 1} per BPSK-Modulation den Kanalsymbolen entsprechend

u=0—z=+1 (1.18)

bzw.
u=1—z=-1 (1.19)

zugeordnet werden. Das MAP-Kriterium lautet damit
<
P(u=0ly) = P(x = +1ly) > P(u=1Jy) = P(z = —1|y) (1.20)

Mit Hilfe der Bayes-Regel konnen wir Gl. (1.20) umformemlvei P(-) die Auftrittswahrscheinlichkeit eines
Symbols beschreibt, wahrepd-) die Wahrscheinlichkeitsdichte angibt. Wir erhalten

p(r = +1,y) < p(z=—1,y)

p(y) p(y)
plr=+1y) <
po=—1y)
5 pPE=t1Y) plyle=+1)  Pla=+1) <
L(z) = 1 S 1 p(y|ac:—1)+1 Ple=—1) >0. (1.21)
L(ylx) La()

Die L-Werte in Gl. (1.21) werdelog-likelihood-ratiosgenannt, da sie aus dem Logarithmus eines Wahrschein-
lichkeitsverhaltnisses hervorgehen. Sie stellen diesagnteSoftinformation dar, da ihr Vorzeichen eine harte
Entscheidung Uiber das betrachtete:Béngibt, wahrend ihr Betrag ein Mal?3 fur die Zuverlassigilieser Ent-
scheidung darstellt.

Das logarithmische Verhaltnis der Wahrscheinlichkeiten In igzzgg (log-likelihood ratio) ist ein ge-
eignetes Mal fiir die Zuverkssigkeit einer Entscheidung.

Dies heifl3t jedoch nicht, dass das in Gl. (1.21) dargestetiteLikelihoodVerhaltnis die optimale Zuverlassig-
keitsinformation ist. Sie erfullt lediglich die rein arfswulich motivierte Vorstellung einer Zuverlassigkaitsi
formation, was allerdings auch auf die Vorschrift

L(x)=P(rx =+41) — P(x = —1)

zutrifft. Auch hier nimmtL positive Werte furP(xz = +1) > P(xz = —1) und ansonsten negative Werte an.
Trotzdem hat sich in der Praxis das LLR als Zuverlassigkdibrmation durchgesetzt, weshalb wir es auch im
Rahmen dieser Vorlesung verwenden wollen.

Der geschatztSoftWert L(z) in Gl. (1.21) setzt sich bei einer uncodiertébertragung aus zwei Anteilen zu-
sammen, dem Terth(y|z), der dieUbergangswahrscheinlichkeiten des Kanals enthalt, end TermL, (z),
welcher unabhangig von den Kanalausgangsweyishunda-priori-Wissen tiber das gesendete Symhale-
prasentiert. Ist dem Empfanger beispielsweise bekanibtyelcher Wahrscheinlichkeit = +1 bzw.x = —1
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auftreten, kann dies gewinnbringend genutzt werden. Auigjder statistischen Unabhangigkeit der a-priori-
Information von den empfangenen Symbolen kdnnen die LeR&ach addiert werden (dies gilt fir statistisch
abhangige Signale nicht). Daein rein binares Signal darstellt, gilt selbstverstéid|

Px=+1)+Plz=-1)=1
und wir erhalten den in Bild 1.19 dargestellten Verlauf Vgy{x) in Abhangigkeit vonP(z = 1).

6

L(y[x)

0 02 04 06 08 1

Plx=+1)=1—-P(z=-1)
Bild 1.19: Verlauf des_og-LikelihoodVerhaltnisses in Abhangigkeit vaR(z = +1) bzw.y

Im linken Bild fallt zunachst auf, dass der Verlauf symriseth zum Punkt (0,5;0) ist. Hier findet ein Vorzei-
chenwechsel statt. Fiif(z = +1) > 0,5 ist die Wahrscheinlichkeit fur eine '+1’ groRer als fiine -1’, so
dassL,(x) ab hier positive Werte annimmt. Je groRer die DifferenzseenP(z = +1) und P(z = —1)
ist, desto grof3er werden die-Werte, was belegt, dass sie ein geeignetes Mal3 fir dierlaggegkeit eines
Symbols sind. Sind '+1’ und ’-1’ gleich wahrscheinlic?(z = +1) = 0,5), hatL,(x) den Wert Null, eine
Entscheidung ware rein zufallig. Tragt mag(x) Uber P(z = —1) auf, kehren sich lediglich die Vorzeichen
um und man erhalt einen zur Abszisse gespiegelten Verlauf.

Fur den einfachen AWGN-Kanal und den 1-Pfad Rayleigh-Kairamt der TermL(y|z) aus Gl. (1.21) fol-
gende konkrete Form an.

exp (_(y—a\/Es/TsF)

202 No
Liyle) = In L ot
ar/FEs/Ts s
exp <_<y+ VBT >
dar/Eg [Ty
NO/TS
E : Yy
= 4da=—=19y mit ¢ = ——— 1.22
N, Y Y BT, (1.22)
~——
Lch

In Gl. (1.22) reprasentiery’ den auf\/E,/Ts; normierten Empfangsweif. Der Faktora gibt den Fading-
Koeffizienten an, der im Fall des AWGN-Kanals den Wert= 1 besitzt. Der Koeffizient;, beschreibt die
Zuverlassigkeit des Kanals, welche natirlich vom SigRalisch-Verhaltnid€l; / Ny, aber auch von der Fading-
Amplitude« abhangt. Fur grol3g,;, ist der Kanal sehr zuverlassig, fur kleine Werte bestatgdygen eine grol3e
Unsicherheit bzgl. des empfangenen Symbols. Diese Zusattinge illustriert der rechte Teil von Bild 1.19.

Aus Gl. (1.22) folgt, dass am Ausgang eimeatchedFilters direkt dieLog-LikelihoodVerhaltnisse anliegen.
Wenn wir in der Lage sind, eine geeignete Arithmetik fUr dieR’s zu finden, missen wir diese nicht mehr
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in Wahrscheinlichkeiten umrechnen, sondern konnen dipfamyenen Werte direkt weiterverarbeiten. Eine
solche Arithmetik wird von Hagenauer alsAlgebra bezeichnet [Hag96] und im nachsten Abschnitt noch
eingehend behandelt.

Man kann naturlich aus den LLR’s auch auf die Wahrschdikbiten P(x = +1) bzw. P(x = —1) zurtick-
rechnen. Es ergeben sich die folgenden Ausdriicke

o L(#)
1
Bezogen auf das Symbolgilt
eL(2)/2 (3
— ily) = . tL(#)/2 it 4 —
P(z =ily) o © mit i€ {—1,+1}. (1.25)

Die Wahrscheinlichkeit fur die Richtigkeit eines EmpfangrtesP (z korrekt) ist ebenfalls einfach zu bestim-
men. Furr = +1 liegt eine korrekte Entscheidung vor, wehfz) positiv ist, d.h.

eL(2) elL(2)]
1+ el@ — 14 L@
Furz = —1 mussL(z) hingegen negativ sein und es folgt

P(z korrekfz = +1) =

1 1 el L)
14 el@ 1 e L@ 1 4 lL@)]
Wir erhalten also in beiden Fallen das gleiche Ergebnis

P(z korrekiz = —1)

correk elL(@)] ”
Ferner gilt fir den Erwartungswert einer Datenentschegdu
R . . el (@) 1 (L(3 )
E{t} =) i-Plx=i)= o T erE (L(£)/2) . (1.27)

i==+1

1.7.2 Rechnen mitLog-Likelihood-Werten (L-Algebra)

Wie schon aus dem letzten Semester bekannt ist, werden ifiitR¥ines Codes durch modulo-2-Addition
bestimmter Informationsbit; berechnet. Damit gewinnt auch die Berechnung der L-Wentevarknipften
Zufallsvariablen an Bedeutung. Wir betrachten zunachsi gtatistisch unabhangigeSymboler; = 1 — 2wy
undzs = 1 — 2uy. Das LLR ihrer modulo-2-Summe berechnet sich nach

o) = 2=
_ lnP(l’l'l’g——Fl)
P(l’l'l'g:—l)

T P(xy =41) - P(xog =+1)+ P(x1 = —1) - P(xzy = —1)

P(xl=—|—1)-P(x2:—1)+P(w1:—1)-P(w2:+1)

_ lnP(l‘lz—l-l)/P(l'lz—l)P(I‘QZ—I—I)/P(.I'g:—l)—Fl

P(l’l = —|—1)/P(1‘1 = —1) —|—P(l’2 = —|—1)/P(1‘2 = —1)

L(zy-x2) = In (1.28)
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Mit Gl. (1.28) steht nun ein Funktional zur Verfugung, unstay-likelihoodVerhaltnis der Verknupfung zwei-
er statistisch unabhangiger Grof3en zu berechnen. Dieeamatischen Umrechnungen werden in der Literatur
auch algL-Algebra bezeichnet. GlI. (1.28) lasst sich mit Hilfe der Beziehungenh(z/2) = (e —1)/(e* +1)
undln £ = 2 arthanh(z) in folgende Form umschreibén

1+ tanh(L(z1)/2) - tanh(L(z2)/2)
1 — tanh(L(z1)/2) - tanh(L(z2)/2)
= 2arthanh(tanh(L(x1)/2) - tanh(L(z2)/2))
= 2arthanh()\; - A2) mit \; = tanh(L(z;)/2) . (1.30)
Durch Gl. (1.30) ist eine einfache schaltungstechnischaisterung moglich, wie sie in Bild 1.20 dargestellt
ist. Die Eingangswertd.(z;) stellen die Ausgangssignale demtchedFilters dar, die dann Uber die tanh-

Funktion nichtlinear abgebildet werden. Das Ergebnis di&mha-Funktion des Produktes stellt dann das ge-
suchte LLR dar.

L(uy Guz) = In (1.29)

L(x,) 12
e

L(x,) 12
S T

Bild 1.20: Berechnung des LLR fur das Produkt zweier statistisch haagiger Signale

Betrachtet man den Verlauf der tanh-Funktion, so lasst sinfach eine Approximation ableiten. Fur be-
tragsmaflig grofRe LLR’s gerat der tanh in die Sattigungtrebt asymptotisch gegenl. Dazwischen besitzt

er einen annahernd linearen Verlauf mit einem Winkel wgn im Nullpunkt. Da das Produkt de; gebildet
wird, spielen Werte in der Nahe vanl fur den Betrag des Ergebnisses keine Rolle, dieser wirgrandl der
'Fast-Linearitat’ durch das Minimum der Eingangsbetrdgstimmt. Das Vorzeichen ergibt sich hingegen aus
dem Produkt der einzelnen Vorzeichen. Wir erhalten alsgefudle vereinfachende Approximation

L(uy @ uz) ~ sgn{L(x1)} - sgn{L(x2)} - min{|L(z1)], [L(z2)[} (1.31)

Allgemein konnen die Ausdriicke in den letzten Gleichungech fur mehr alg 2 Variablen angegeben werden.
Ein Beweis fir die Gultigkeit kann per vollstandiger idion erfolgen (sUbung Kanalcodierung 2). Im
Folgenden sind fin statistisch unabhangige Symbole kurz die Ergebnisseséitig.

[T (X + 1) + [T (eH) = 1)

=l =1 (1.32)

n

[T (e20) +1) = [T (ebw) — 1)
i=1 i=1

Luy@...®u,) = In

1+ ﬁ tanh(L(x;)/2)

= In 221 = 2arthanh (ﬁ tanh(L(xi)/2)> (1.33)
1 — ] tanh(L(z;)/2) i=1
i=1
~ Hsgn{L(mi)} : mzln{]L(xl)]} (1.34)
i=1

!Die Umformung lasst sich leichter zeigen, wenn Gl. (1.28gehend von Gl. (1.30) abgeleitet wird.
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1.7.3 Allgemeiner Ansatz zurSoft-Output-Decodierung

Betrachten wir nun den Fall einer Kanalcodierung. Das Zgstéht darin, das bekannte MAP-Kriterium zu
erfullen. Anhand einer empfangenen Sequersoll eine Aussage Uber die Informationshitgetroffen wer-
den. Genauer gesagt: wir wollen anhand yofur jedes Bitu; eine Entscheidung und die dazugehdorige Zu-
verlassigkeit bestimmen. Gemali dem sogenarsyembol-by-SymbdMAP-Kriterium muss dasog-Likelihood
Verhaltnis ( 0.y)
N plu; =0y

L(4;) =1In o (1.35)
berechnet werden. Die Verbundwahrscheinlichkeiten in(GB5) sind nicht direkt zuganglich. Sie missen
vielmehr mit Hilfe einiger elementarer Umformungen abgetewerden. Dabei hilft die Beziehung(a) =
>_; P(a,b;), denn wir teilen nun den gesamten Coderaum in 2 Teilmeﬂité@mnd FEO) auf. Fgl) enthalt nur
die Codeworte:, dereni-tes Informationssymbol eine "1’ istf = 1). FUrPEO) gilt entsprechend,; = 0. Wir
erhalten

> plcy)

CGF,EO)

> p(c,y)

CGF,(-l)
> plyle) - P(c)
CGF,EO)

> plyle) - P(c)

cef‘gl)

L(@;) = In (1.36)

~— I (1.37)

Fur den AWGN-Kanal sind alle aufeinander folgenden Rawscte statistisch unabhangig voneinander, was
fur die Binarstellen eines Codewortes naturlich nidlt(gie Codierung fugt statistische Abhangigkeiten)ein
Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichiéy |c) stellt jedoch die Wahrscheinlichkeitsdichte unter der éthpsec
dar (c ist keine Zufallsgrofze mehr, sondern eine feste Annahbegwegen konnen die Elementevony als
statistisch unabhangig angesehen werden (die statistissbhangigkeiten sind in der Hypothasenthalten).
Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte der Vektoren kaamn in das Produkt der Dichten der Vektorelemente
Uberfuhrt werden.

s T pyley) - Ple)

c€r(© j=0

s T pyley) - Ple)

cEr(V §=0

L(%;) = In (1.38)

AulBerdem ist ein Codewotteindeutig durch seine Informationshitbestimmt, wodurch fir die Auftrittswahr-
scheinlichkeitP(c) = P(u) gilt. Die Informationsbitu; sind allerdings statistisch unabhangig voneinander
(nicht die Codebit ¢;), so dassP(c) = [Ti=y P(u;) gilt.

n—1 k—1
z H p(yj|cj)' P(“J)
c€r® j=0 J=0
L(a;) =1In ! — 1 (1.39)
> I p(ysley) - P(uj)
c€r» j=0 i=

Fur systematische Codierer gilt = ¢;, weshalb der mit dei-ten Stelle korrespondierende Tefity;|c;) in
Zahler und Nenner jeweils konstant ist. Daher kann er zasammit P(u,;) aus dem Produkt und der Summe
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herausgezogen werden

[T P(uy)

k—1
0) =0 j=0
P(u; =0) cer{” 127 i

1 ! 1.40
p(yilu; = 1) i P(u; =1) +in n—1 1 ( )
21 HO p(yjles) - 1:[0 P(uy)
Lch * Y La(ui) CGFZ(. ) i;z JJ;L

Aus Gl. (1.40) geht hervor, dass siéliu;) bei einer systematischen Codierung aus drei Anteilen zomam
setzt:

| L) = Lenyi + La(wi) + Le(its) ,

(1.41)

demlog-likelihoodVerhaltnis des direkt empfangenen Symhglsalso der systematischen Komponente -, der
a-priori-Information L, (u;) (schon vom uncodierten Fall bekannt) und einem Anttgili;), der nicht vonu;

bzw. y; selbst abhangt. Dieser wird vielmehr 'von aul3en’ aus al@rch die Codierung mit; verkniipften

Bit berechnet und dahextrinsische Information genannt. Erfahren die einzelnen Codesymbole wahrend der
Ubertragung statistisch unabhangige Storungen (wie zeBin AWGN-Kanal), so istL.(u;) statistisch un-
abhangig vorl,(u;) und L., y; und liefert daher einen Beitrag zum Decodierergebnis, @eZ dverlassigkeit

der Entscheidung erhdhen kadiese Zerlegung kann nicht fur nicht-systematische Codesgorgenommen
werden!

Wir kdnnen die extrinsische Information auch noch kompakthreiben und erhalten

> nlzllp(yj; cj)

cer® J:? des) - . U <9
n—1 p(yj|Cj) fur k& <j<n.
> 1 p(yjicy)
cel"z(. ) i;l
Unter Zuhilfenahme der LLR’s lautet die extrinsische Imfi@ation
n—1
Z(O) HO exp [~ L(cj;95) - ¢
N €T, J];z . Lepyr + La(ul) fur 0<i<k
Le(ui) =In n—1 mit L(Clvyl) - { Loy fur k<l<n.
> I exp[—L(cj3y5)) - ¢
cEF(.l) ].:Q
2 J#L
(1.43)

Mit den Gleichungen (1.41) und (1.42) kann also eine Decadigdurchgefihrt werden, die neben der reinen
Hard-Decision auch ein Mal fur die Zuverlassigkeit decdkerentscheidung liefert. Ein Problem besteht
allerdings darin, dass zur Berechnung der extrinsischérnivation Uiber alle Codeworte des Coderaums

I' summiert werden muss. Man kann sich leicht vorstellen, désse direkte Realisierung d8oft-Output
Decodierung sehr aufwendig ist, insbesondere dann, weda<duit sehr grof3en Alphabeten zum Einsatz kom-
men. Fiir einen (7,4,3)-Hamming-Code mit seifér= 16 Codeworten diirfte eine Berechnung von Gl. (1.42)
kein Problem sein, firr einen (255,247,3)-Hamming-Codx gs allerding?!” = 2,3 - 107 Codeworte, so
dass Gl. (1.42) selbst auf Hochleistungsrechnern nicht meberechnen ist.

Decodierung tiber dendualen Code

Ist die Anzahl der Prifbit relativ klein, gibt es die Magiikeit, die Decodierung Uber delmalen Codeadurch-
zufiihren. Dieser ist aus dem letzten Semester noch bekadngtellt den zum Originalcod€ orthogonalen
CodeC dar. Es soll an dieser Stelle nicht auf Einzelheiten diessradierungsmoglichkeit eingegangen, die
Decodiervorschrift jedoch kurz erlautert werden. Dertgthibesteht darin, dass jetzt Uber alle Codeworter aus
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C+ summiert werden muss. Fur den oben erwahnten (255,24B3)ming-Code waren das nf = 256,
was zu einer deutlichen Vereinfachung fiihrt. Das Decedigbnis lautet [Off96]

S T [banh(L(y: ) /2]
¢/ ErL =0

L(4;) = Lenyi + La(us) +1n s : (1.44)

n—1

S (=1 T [tanh(L(ys; 1) /2)]

c/Ert

Lyl
o

In G. (1.44) stelltc] stellt dasi-te Codebit des CodewortesausC dar. Es wird also in Zahler und Nenner
Uber alle2"~* Codeworte des dualen Codés- summiert, wobei die einzelnen Summanden sich aus dem
Produkt der tanh-Terme der einzelnen Codebit zusammemsdEine weitere Moglichkeit zur Reduktion des
Rechenaufwandes besteht in der Ausnutzung der MarkowEigpaft von Codes, die in der Darstellung eines
Trellisdiagramms resultiert.

Der Ansatz tUiber den dualen Code fuhrt allerdings auch ann@um Ziel, wenn die Anzahl der Redundanzbit
gering ist. Sonst ergibt sich das gleiche Problem eineg nichewaltigenden Rechenaufwandes wie schon bei
der direkten Decodierung des Originalcodes. Fir diefle it es eine Reihe von suboptimalen Algorithmen,
die allerdings noch Gegenstand der aktuellen Forschurl sinter anderem wird versucht, leistungsfahige
Codes zu finden, die einen geringen Decodieraufwand erfofdew Density Parity Check Codesm Rahmen
dieser Vorlesung soll auf diese Verfahren nicht weiter egajngen werden.

Soft-Output-Decodierung am Beispiel eines (4,3,2)-SPC-Codes
Wir wollen nun am Beispiel eines einfachen (4,3,2)-SPCd3atleL-Algebra genauer betrachten (s. Bild 1.21).
Gegeben ist ein Informationswort

u=(101),

das zunachst codiert und BPSK-moduliert wird
c=(1010) — x=(-1+1-1+1).
Wahrend detJbertragung z.B. iiber einen AWGN-Kanal erfakrBtorungen, so dass der Vektor
y =(-0,8 +1,1+0,3 +0,4)

empfangen wird. Das Vorzeichen der Stellevurde also verfalscht, zusatzlich sind die Betrageauescht. Wir
gehen zunachst davon aus, dass keine a-priori-Informatio Verfiigung steht, d.i.,(u;) =0, i = 0,1, 2.

Bei einer einfachen Hard-Decision-Decodierung konnemden obigen Einzelfehler lediglich erkennen, aller-
dings nicht korrigieren.

Fur eine Soft-Decision-Decodierung berechnen wir zhetdie LLR’s fur jedesy; entsprechend Gl. (1.22)
und erhalten fir einen angenommenen Signal-Rausch-dstan 2 dB (., = 6, 34)

Loy = (=51 47,0 +1,9 +2,5) .

AnschlieRend werden die statistischen Bindungen der kiezeSymbole, die durch die Codierung eingebracht
wurden, ausgenutzt und die extrinsische Information aug¥1) bestimmt. Dazu stellen wir folgende Be-
trachtung an.

Bei einer Decodierung tiber den originalen Code nach (A3flwaren fur den einfachen Parity-Check-Code
23 = 8 Codeworte zu betrachten. Demgegenuber besteht der ortasgCoderaun® nur aus2™* = 2
Elementen, die Berechnung vdn (u;) Uber den dualen Code erfordert also nur die Beriicksichggeiner
Prifgleichung (das Nullwort wird nicht benotigt).
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wo [ifo] ]
Codierung l

e [1]ofr]o]

BPSK l
x  [a]afaf+]

AWGN l
v [os]+L1]03]r04] 2l > [ ]wa]] ]

LLR l l

Approximation

Ly [51]#7.0]+19]+25] [1Jofo]o]

Decodierung erkennt Fehler,
+ l kann aber nicht korrigieren

L  [+15-15[-24]-19 | L [+19-19 [-25]-1.9 ]
L@  [-3.6]+5.5]-0.5 0] L@  [32fsi]oefroe] s [ ]
P(u;korrekt) [0.973[0.996 [0.634 [0.664 P(u;korrekt) 09600994 [0,653 [0.653 | l1]o]1]o]

Fehler erkannt und korrigiert
(Vorteil von Soft-Decision)

Bild 1.21: Darstellung der Soft-In/Soft-Out-Decodierung fiir eatian SPC-Code

Da Zahler und Nenner in Gl. (1.44) fur das Nullwort Einsedygn, ist fur SPC-Codes nur noch das Codewort
¢/ = (11 ... 1)€I'* zu betrachten. Gl. (1.44) reduziert sich damit auf

n—1
1+ lg) [tanh(L(y;; ¢;)/2)]
L(i;) = Lepyi +In ——2 : (1.45)

n—1

1 — IT [tanh(L(yi;c1)/2)]

=0
14

Mit Hilfe der Beziehungn %f—i = 2arthanh(x) erhalten wir schlieflich (vgl. auch Gl. (1.33))

n—1
L(i;) = Lepyi +2arthanh [ J] [tanh(Z(yi; ¢)/2)] (1.46)
i
n—1
~ Lo+ [ ] sen{Zus e} - min{ L e} (1.47)
=0
1#i

Gl. (1.46) ist folgendermafRen zu interpretieren. Fir edi€ gilt bekanntlichc - ¢’ = 0, d.h. die Quersumme
der Binarstellen voe modulo 2 ergibt immer Null. Damit Iasst sich aber jedesd#dus der modulo-2-Summe
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aller Gbrigen Binarstellen berechnen= (3_; ,;¢;) mod 2. Soll diese Berechnung nun mit Soft-Werten
durchgefuhrt werden, ist Gl. (1.33) anzuwenden, wir égmmit dem zweiten Term in Gl. (1.46) also die
extrinsische Information Uber das Bif.

Fur ug lautet die extrinsische Information
Le(ﬁo) = Le(éo) =L(c1 ®ca®cs)

und kann nach den Gleichungen (1.32), (1.33) oder (1.34xcheet werden. Die gleichen Berechnungen wer-
den fur die uibrigen Informationshit, undus ausgefiihrt, so dass wir mit der Naherung aus Gl. (1.34)

L.(a)=(+1,9 —1,9 —2,5 —1,9)
erhalten.

Es ist zu erkennen, dass durch die Verfalschung des Vtaescvonz, fir alle Stellen bis auf = 2 die
extrinsische Information eine anderes Ergebnis (Voragihiefert als die direkt empfangenen Werte. Damit
kann sie das Decodierergebnis auch fur diese Symbolalsenién, vorausgesetzt, ihr Betrag ist groRer als der
der direkt empfangenen Werte. Auf der anderen Seite bedieioglichkeit, das verfalsche Vorzeichen von
¢ mit Hilfe von L. (49) zu korrigieren.

Da L.(u;) statistisch unabhangig von den direkten Komponeiitgyy; ist, kdnnen beide LLR’s addiert wer-
den. Ob die extrinsische Information dann das Vorzeichenimdenserem Beispiel verfalschten Bitskorri-
gieren kann und die Ubrigen (korrekten) nicht mehr vegindhangt von den Betragen der Summanden ab. Das
Ergebnis lautet

L) =Lep -y + Le(t) = (3,2 +5,1 —0,6 +0,6) — c=(1010).

Wir erkennen, dass die Vorzeichen zwar korrekt sind, deragefiir @5 ist allerdings deutlich kleiner als bei
den Ubrigen Stellen und die Entscheidung somit unsichBies wird klarer, wenn man sich die zu den LLR’s
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten anschaut (s. Bild)1Rie Wahrscheinlichkeit fur die Richtigkeit der Vor-
zeichen betragt dort namlich n68, 5%, wahrend sie fir die restlichen Stellen nahe Eins liegt.

Das bessere Ergebnis gegeniiber der Hard-Decision-Beoodi besteht nun nicht in der Verwendung von
Soft-OutputAlgorithmen, sondern in der Ausnutzung der weichen Auggamrte des Kanal$spft-Decision
Decodierung). Die weichen Ausgangswerte des Decodiemmrsrien erst zu Geltung, wenn weitere nach-
folgende Stufen der Signalverarbeitung gewinnbringentdr@eh von ihnen machen konnen. Dies wird der
nachste Abschnitt verdeutlichen.

1.7.4 BCJR-Algorithmus am Beispiel von Faltungscodes

Der BCJR-Algorithmus wurde erstmals im Jahr 1972 vaahB Cocke, &linek und_Rwiv vorgestellt. Er
stellt eine allgemeine Vorschrift z@ymbol-by-Symb&AP-Decodierung dar, die nicht nur zur Decodierung,
sondern auch zur Entzerrung gedachtnisbehafteter Kagabesetzt werden kann. Der Vorteil des BCIR-
Algorithmus gegeniber der direkten Realisierung von GKU3) besteht in der effizienten Ausnutzung der
Markov-Eigenschaft des Kanals bzw. des Codierers. Er ggézschon der Viterbi-Algorithmus die Darstel-
lung des Systems (in unserem Fall des Kanalcodes) durchrellis@iagramm voraus. Es gibt zwar auch eine
Trellisreprasentation fUr Blockcodes, diese mufite jedoch erst neu eingefiihrt werden. Aus diesem Grund
greifen wir auf binarel /n-ratige Faltungscodes zuriick, fur die das Trellisdiegraschon bekannt ist (s. Ka-
nalcodierung ).

Ausgangspunkt zusymbol-by-SymbélAP-Decodierung ist wiederum Gl. (1.35)

L) p(u; = 1,y)
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Wir betrachten nun den Ausschnitt eines Trellisdiagramim®inen rekursiven, systematischen Faltungscodes
der Einflusslangd.. = 3. Aus Griinden der Anschaulichkeit wird in den Bildern siditsser einfache RSC-
Code mit nur 4 Zustanden verwendet, die mathematischeeitleryy jedoch allgemein gehalten.

Zustande s' Zustiande s
(s, Yr<i) p(yi,sls’) P(Yi>ils)
00 ® __,.5. Uzl e >
' u=0 —»
10 @~

01 @~

11 @
i-1 i

Bild 1.22: Ausschnitt eines Trellisdiagramms zur Erlauterung de§®@lgorithmus

Vom Zeitpunkti — 1 zum Zeitpunkt: findet durch das Informationshit; ein Ubergang von Zustand' zu
Zustands statt. Alle moglichen Zustandsiibergange— s lassen sich in zwei Klassen aufteilen, in solche, die
mit u; = 0 korrespondieren und die Ubrigen, die mjt= 1 verknupft sind. Bezeichnen wir ein Zustandspaar
mit (s, s), so kdnnen wir obige Gleichung in

( )Z p(s’,s,y)
oy s’,8),u;=0
L(t;) =1In S 275y (1.48)

(s',8),ui=1

umschreiben. Nun wird der Empfangsvekioin drei Anteile zerlegt, einen Antejt,.;, der alle empfangenen
Symbole vor dem betrachteten Zeitpurikenthalt, den aktuellen Empfangsvekior = (vio, - » Yin—1)
bestehend aus Empfangswerten und einen Antsil..;, der alle nacly; empfangenen Symbole beinhaltet.

Z p(3/7SaYk<i7Yi7Yk>z’)
(s',8),u;=0

E p(8/787yk<i7Yi>Yk>i)

(s',8),u;=1

Z p(Yk>i‘S/7SaYk<i7Yi) ’p(3/7SaYk<i7Yi)

(s',8),u;=0

Z p(Yk>i‘S/7SaYk<i7Yi) ’p(3/7SaYk<i7Yi)

(s',8),u;=1

(1.49)

Fur den ersten Faktor in Zahler und Nenner gilt: Ist dert@uds zum Zeitpunkt bekannt, so sind alle tibrigen
GroRen §, y;, yr<:) fur den Vektory,~; ohne Belang, so dass

Bi(s) == p(Yr>ils's 8, Yr<ir ¥i) = D(Yk>ils) (1.50)

gilt. 5;(s) gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte fur die Teilfolgg~; an, wenn zum Zeitpunktder Zustand im
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Trellisdiagramm angenommen wird. Damit lautet GI. (1.49x4

> Bils)-p(s,yils', yr<i) - p(s', Yi<i)

(s',8),u;=0
Z Bi(s) - p(s,yils's yk<i) - (8, Yk<i)

L(@;) = In

Z‘ BZ(S) 'p(37yi’3/) 'p(S/,ka‘)
> Bils) (s, yils) - p(s', yh<i)

(1.51)

Der mittlere Faktor in Za_hler und Nenner von Gl. (1.51) waurd der gleichen Art und Weise abgeleitet wie
schong. Er beinhaltet didJbergangswahrscheinlichkeit des Kanals, namlich diergddteinlichkeit des Auf-
tretens vony; bei bekanntem Zustandswechsel wnachs. Es gilt

Yi(s',s) = p(s,yils") = p(s',s,y:)/P(s') = plyils', s) - Pl
= plyils’,s)- P(s|s’) . (1.52)

Der Faktorp(y;|s’, s) beschreibt didJbergangswahrscheinlichkeit des Kanals, wahr®xs|s') ein a-priori-
Wissen verkorpert. Da; = 0 undu; = 1 in der Regel gleichwahrscheinlich sind, treten auchlitiergange
s’ — s (sie korrespondieren mit = 0 bzw.« = 1) mit der gleichen Haufigkeit auf, es gift(s|s’) = 1/2.
Besitzt der Decodierer allerdings a-priori-Wissen Ukarleformationsbitu;, so ist dies gleichbedeutend mit
einem Wissen Uber die Wahrscheinlichkeit dérerganges’ — s zum Zeitpunkt. Dieses Wissen kann tiber
die GroRey entsprechend GI. (1.52) in den Decodierprozel} eingebveetten.

AbschlieRend bleibt noch die Verbundwahrscheinlichkigitste p(s’, y ;) zu erwahnen, die mit
ai—1(s") == p(s', yi<i) (1.53)
abgekirzt wird. Es ergibt sich also der kompakte Ausdruck

» )Z__O ai—1(8") - vi(s'y8) - Bi(s)
L(4;) = In — Z’: o1 (5) (5 5)  Bal) . (1.54)

(s',8),u;=1

Die Summanden aus Gl. (1.48) lassen sich also in drei Argéaelern, wobeiv; 1 (s’) die Zeitpunktek < 1,
~i(s', s) den aktuellen Zeitpunkt ung;(s) alle nachfolgenden Zeitpunkie> i abdeckt.c und s lassen sich
rekursiv berechnen, wie folgende Rechnung zeigt.

ai(s) = ps,yeeiyr) = Y p(s' s Yheitn) Zps $,Yk<i Vi)

s’

= > (s, yils yhei) - P, Yici) Zps yils') - (s, yr<i)
= Z’y,-(s',s)'ai_l(s') (1.55)

Gl. (1.55) illustriert, dass sich die durch eine Vorwartsrekursion sukzessive berechnenrassey;(s) zum
aktuellen Zeitpunki von den vorangegangenen_; (s’) des Zeitpunktes— 1 abhangt. Fup gilt entsprechend
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5@'—1(8/) = p(Yk>i—1|8/) = ZP(S/, S,Yi,Yk>i)/P(S/)

S , S yz
= > p(ynsils', s, yi) - Zp Yisils) - p(yisls’)
= Z’Y@'(S/,S) ) 5@(3) ’ (156)

d.h. 8 wird mit einer Rickwartsrekursion bestimmt (s. Bild 1).23

Initialisierung
Zur Realisierung deSymbol-by-SymbdAP-Algorithmus ist das Trellisdiagramm demnach zweielatuar-
beiten. Zunachst findet eine Vorwartsrekursion staét,zéitgleich mit dem Empfang der Kanalsymbole ablau-

fen kann. Da wir als Startzustand zum Zeitpunkt 0 stets den Nullzustand annehmen, sind die Wen¢ie
folgt zu initialisieren:

0 s#0.

Anschlie3end ist die Rickwartsrekursion zur Bestimmdagg durchzufihren. Hier missen 2 Falle unter-
schieden werden. Ist der Endzustand zum Zeitpunkdem Decodierer bekannt (z.B. der Nullzustand durch
Anfligen vonTailbit), lautet die Initialisierung

ap(s') = { L s'=0 (157)

1 s=0
Ist der Endzustand unbekannt, kann nach
Bn(s) = an(s) (1.59)
oder
Bn(s)=2"" (1.60)

initialisiert werden, wobein das Gedachtnis des Faltungscodes reprasentiert. Digpealle Abarbeitung des
Trellisdiagramms illustriert noch einmal Bild 1.23.

5(0) = a,(0) 7,(0,0)

ae(0)=1 00,00 %0 7100 00 00 (N 7(1.0)  B,,0) 4 0,0  Bui0) (0,00 Bu0)=1
00 .__».__».,—z. "« e o ow .ﬁ.ﬁ.
740, 2) o
04(2)=0 - Bra(2) Prna(2) Bn(2)=0
10 w2(1,0) ° +(1,0)
n“z 2.1
a,(1)=0 BTy : )"-~--EN*(1,.)" Pa(1)=0
01 @ [ _.-V. : [ ]
V2(3:T)
0,0(3)=0 Bra(3)." Bra(3) Ba(3)=0
11 @ L ° °
0 1 2 3 N-2 N-1 N

uF1 >
us0 —»

Bild 1.23: Abarbeitung des Trellisdiagramms durch BCJR-Algorithmus
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1.7.5 lterative ('Turbo’)-Decodierung am Beispiel zweiemparallel verketteter (5,4,2)-SPC-Codes

Die in den vorangegangenen Abschnitten vorgesteBeft- OutputAlgorithmen bieten nur dann Vorteile, wenn
nachgeschaltete Module von der Zuverlassigkeitsinftionasebrauch machen kénnen. In den hier behandel-
ten verketteten Codiersystemen erfolgt die DecodierundeinRegel durch serielle Aneinanderreihung der
Teildecodierer, und zwar unabhangig davon, ob eine &eweler eine parallele Codeverkettung vorliegt. Die
prinzipielle Vorgehensweise soll zunachst anhand eimedieten Produktcodes erlautert und dann in einer
allgemeineren Form prasentiert werden.

Gegeben sei die folgende (4x4)-Matiixbestehend aus 16 Informationsbit

c

Il
O = O =
o O~ O
O = = O
— O =

Sie wird sowohl horizontal als auch vertikal mit einem (8)45PC-Code codiert, was zusammen mit der
BPSK-Modulation zur Codematrix

-1 1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 -1
x=| -1 1 -1 1 1
1 1 1 -1 -1
1 -1 1 -1

fuhrt. Es ist zu beachten, dass die rechte untere Ecke daixMmbesetzt bleibt, es handelt sich also um
eine parallele Verkettung der beiden SPC-Codes (unaoligier Produktcode). Durch die auf dem Kanal
einwirkenden Storungen erhalten wir die Empfangsmatrideren Elemente entsprechend Gl. (1.22)popy
likelihoodVerhaltnisse umgerechnet werdefy (Ny = 2dB).

0,1 1,2 0,2 —0,5| 1,0 0,6 7,6 1,3 —3,2 6,3
0,8 —-0,7 0,6 —0,1|-1,5 51 —4,4 3,8 —0,6| —9,5

y=| -1,2 05 -0,9 1,2| 02 | = Lay=| -7,6 3,2 —5,7 17,6 1,3
0,2 —-0,2 1,3 —1,5|-2,0 1,3 —1,3 82 —9,5|—-12,7
0,3 —0,9 1,2 —1,1] 1,9 —57 7,6 —7,0|

Diese Matrix bildet nun den Ausgangspunkt fir eiitenativen Decodierprozeld der im Folgenden beschrie-
ben wird und mit der vertikalen Decodierung beginnt. Wirseis aus Gl. (1.41)
L(t;) = Lenyi + La(ug) + Le()

dass sich das LLR bei systematischen Codes aus drei Antaisammensetzt, einer a-priori-Information
L, (u;), einem systematischen direkten Antej},y; und der extrinsischen Informatidn. (). WahrendL,, (u;)

uns jetzt noch nicht zur Verfiigung steht, stellt die Matffjy,y den direkten, schon berechneten Anteil dar und
Le(1;) soll mit Hilfe von Gl. (1.34) berechnet werden. Wir erhalteach der vertikalen Decodierung! zu

jedem Informationsbit eine extrinsische Informatibbl(ﬁi), z.B.
L'el(ao) = =min(5,1; 7,6; 1,3; 1,9) - (+1)(—1)(+1)(+1) = —-1,3

LLl(ﬁl) = =min(0,6; 7,6; 1,3; 1,9) - (+1)(—1)(+1)(+1) = —0,6

die zur direkten Komponente hinzu addiert wird und daﬁ\(ﬁi) ergibt (y; stellt den Anteil der Informationsbit
vony dar).
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1. Iteration, vertikale Decodierung

Leny
0,6 7,6 13 -3,2 6,3
51 -4,4 3.8 -0,6 -9,5
-7,6 3,2 -5,7 7,6 1,3
13| -13 8,2 -9,5| -12,7
19 -5,7 7,6 -7,0

(8
L., (1) LY (8) = Loyys + L1 (8)
-1,3 -1,3 -3,8 -0,6 -0,7 6,3 -2,5 -3,8
-0,6 1,3 -1,3 -3,2 . 45 -3,1 2,5 -3,8
0,6 -1,3 1,3 0,6 -7,0 1,9 -4.4 8,2
-0,6 3,2 -1,3 -0,6 0,7 1,9 6,9 -10,1

Damitist die erste vertikale Decodierung abgeschlossenb&echnete extrinsische Informatibbl(ﬁi) stellt
das Wissen Uber ein bestimmtes Informationspitines Codewortes aus der Sicht aller UbrigenBjt; dieses
Codewortes dar, nicht aber aus der Sicht ugrselbst. Da bei der horizontalen Decodierudg nun andere
Binarstellen zu einem Codewort zusammengefal3t werddreatter vertikalen, ist die extrinsische Information
statistisch unabhangig von den Symbadgrines horizontalen Codewortes und ein a-priori-Wisserfa.

L, (@) = L, (1) (1.61)

Fur die horizontale Decodierung wird dahb;l(ﬁ) zu jedem empfangenen LLR.,y hinzu addiert (beide
Informationen beschreiben das gleiche Bit und sind sististunabhangig voneinander)

Lonyi + L, 1 (@) . i=0...15

Lenyo + L1 (i) 0,6+ (—1,3) =—0,7
Lo + L, (@) = 5,14 (~0,6) =4,5

und wir erhalten folgende Eingangsmatrix fiir die erstezumtale Decodierung. Mit diesen 'neuen’ Eingangs-
werten startet jetzt die horizontale Decodierung.

1. Iteration, horizontale Decodierung

Leny + Ly (u) L, (q)
07| 63| -25] -38] 63 25] -07] 07] 07
45| 31| 25| 38| 95 25| 25| -31] 25
70| 19| 44| 82| 13| 13| 13| 13| 13
07| 19| 69| -101] -12.7 19| 07| 07| -07
19| 57| 7.6 -7.0

4

Ly (@) = Lepys + L,1(u) + L4 (1)
1,8 5,6 -1,8 -3,1
2,0 -0,6 -0,6 -1,3
-8,3 3,2 -5,7 9,5
2,6 2,6 76| -10,8
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1. Iteration, geschatzte Daten
Nach der ersten Iteration erhalten wir folgende geschataten

>
(e N Nevl Nan)

1
1
0
1

| = = =

(e} Nl N Nean)

Ein Vergleich mit der gesendeten Informationsmatiizeigt, dass zwei Fehler aufgetreten sind, in der ersten
Zeile das erste und das dritte Bit. Allerdings ist das Desxagebnis noch verbesserungsfahig, daltidsisher
noch nicht die extrinsische Informatidiy, , (1) des horizontalen Decodierers als a-priori-Informatiosreu-

zen konnte. Folglich fiihren wir nun eine zweite lteratiamah, in derD! wieder beginnt, diesmal allerdings
mit Unterstitzung des a-priori Wisseﬁé,z(u) = L_,(u). Die Eingangsmatrix lautet

31] 69| 21| -25| 63
26| -1,9] 07| 19| -95
Loy +Li,wy=] -89 45 -70] 89| 13|
32| 06| 89| -102| -12,7
19| 57 76| -7.0

Es ist zu beachten, dass die extrinsische Informaﬂé@(ﬁ) von D! der ersten Iteration nicht wieder als a-
priori-Wissen an den Eingang vddl zuriickgefilhrt wird. Dies ist sehr wichtig, da sonst eitzele Korrelation
mit den Ubrigen Eingangswerten vorhanden ware. Es waad stetshur der fur einen bestimmten Decodie-
rer neue Informationsanteil (die extrinsische Information des anderen Decodierers) weitergeleiteDie
vertikale Decodierung liefert in der zweiten Iteratiorgjdblgendes Ergebnis.

2. lteration, vertikaler Decoder

Lepy + le,2(u)
3,1 6,9 2,1 -2,5 6,3
2,6 -1,9 0,7 1,9 -9,5
-8,9 4,5 -7,0 8,9 13
3,2 -0,6 89| -10,2| -17,2
1,9 -5,7 7,6 -7,0

\(8
L., (1) LL(8) = Lewy + Ll ,(y) + LLo(8)
-1,9 -0,6 -0,7 1,9 1,2 6,3 1,4 0,6
-1,9 0,6 -2,1 -2,5 . 0,7 -1,3 -1,4 -0,6
1,9 -0,6 0,7 -1,9 -7,0 3,9 -6,3 7,0
-1,9 1,9 -0,7 1,9 1,3 1,3 8,2 -8,3
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2. Iteration, horizontaler Decodierer
Die Eingangswerte des horizontalen Decodierers und dasdierergebnis lauten in der zweiten Iteration:

Leny + Ly 5(u) L. »(1)
-1,3 7,0 0,6 -1,3 6,3 -0,6 0,6 1.3 -0,6
3,2 -3,8 1,7 -3,1 -9,5 . -1,7 1,7 -3,1 1,7
-5,7 2,6 -5,0 5,7 1.3 -1,3 13 -1,3 1.3
-0,6 0,6 7,5 -7,6| -12,7 0,6 -0,6 -0,6 0,6
19 -5,7 7,6 -7,0

4

Ly (@) = Lepy + L, o(y) + L 5(0)
-1,9 7,6 2,1 -1,9
1,5 -2,1 -1,4 -1,4
-7,0 3,9 -6,3 7,0
-0,0 0,0 6,9 -7,0

2. lteration, geschatzte Daten

>
K|~Rlo|
Ol | =[O

[l =l el W

K|ol—~| O

Wie zu sehen ist, sind die zuvor falsch decodierten Bieliest der ersten Zeile korrigiert worden, dafiir treten
nun zwei Unsicherheiten in der letzten Zeile auf (1. und al@p. Die LLR’s gleich Null lassen nur eine rein

zufallige Entscheidung zu, so dass die Fehlerwahrsabkekdit bei diesen beiden Binarstellen 560% liegt.

In der Hoffnung auf eine Verbesserung dieser beiden Fetleeh wir die Decodierung noch ein drittes Mall
durch.

3. Iteration, vertikaler Decodierer

Loy + L, 5(u)
0,0] 82| 26| -38] 623
34| -2,7] 07| 11| 95
89| 45| 70| 89| 13
19| -19| 82| -89| -12.7
19| 57| 76| -7,

(8
L. (1) Ly(8) = Lewy + Ll 5(y) + LL4(8)
-1,9 -1,9 -0,7 1,1 -1,9 6,3 1,9 2,7
0,0 1,9 -2,6 -3,8 . 3,4 -0,8 -1,9 2,7
0,0 -1,9 0,7 -1,1 -8,9 2,6 -6,3 7,8
0,0 2,7 -0,7 1,1 1,9 0,8 7,5 -7,8
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3. Iteration, horizontaler Decodierer

Ly + Lgs(w) L, (1)

-1,3 57 0,6 -2,1 6,3 -0,6 0,6 1,3 -0,6
51 -2,5 1,2 -4.4 -95 . -1,2 1,2 -2,5 1,2
-7,6 1,3 -5,0 7,5 1,3 -1,3 1,3 -1,3 1,3
1,3 1,4 7,5 -8,4| -12,7 1,4 1,3 1,3 -1,3
1,9 -5,7 7,6 -7,0

Y

Ly (0) = Lepy + L, 5(y) + L 5(0)
-1,9 6,3 1,9 2,7
3,9 -1,3 -1,3 -3,2
-8,9 2,6 -6,3 8,8
2,7 2,7 8,8 -9,7

3. Iteration, gesclatzte Daten

O = O =
[en) Nen) i Neaw]
O == O
—| o]~

Nach der dritten Iteration sind nun alle Informationshbithitig geschatzt worden. Dieses Beispiel soll verdeut-
lichen, dass bei verketteten Codes die extrinsische Irdtbam einer Binarstelle als a-priori-Information fur
die Ubrigen Codes eingesetzt werden kann. So konnte in tégeroBeispiel mit jeder Iteration eine Verbes-
serung und am Ende sogar eine fehlerfreie Decodierunglternmeden. Selbstverstandlich fuhrt die iterative
Decodierung nicht immer zu einer fehlerfreien Losung.

1.7.6 Generelles Konzept der iterativen Decodierung

Wie im vorangegangenen Abschnitt deutlich wurde, bestehGdundidee der iterativen Decodierung darin,
bei jedem Teildecodierprozel’ eine extrinsische Inforomatu extrahieren, die den nachfolgenden Decodierern
als a-priori-Information dienen kann. Es darf jeweils nigsg extrinsische Information weitergereicht werden,
da sonst statistische Abhangigkeiten zu den Ubrigendgfiggwerten eines Decodierers auftreten, die das De-
codierergebnis verschlechtern. Bild 1.24 veranschatudiichprinzipielle Struktur dieses Decodierprozesses fur
das Beispiel einer parallelen Codeverketting

Sowohl der horizontale als auch der vertikale Decodiersitben zwei Ausgange: Einer liefert die extrinsische
Information L.(), die zusammen mit den Kanalausgangswerten das Eingangksimes Teildecodierers
bildet. Der zweite Ausgang enthalt das komplette DecedigbnisL (1), aus dem dann durch Hard-Decision
die Decodierentscheidung gewonnen werden kann.

Der Name 'Turbo-Codes’
Fur die in Abschnitt 1.4.2 vorgestellten Turbo-Codes i B.24 leicht zu modifizieren, um das Interleaving
explizit sichtbar zu machen. Ferner ist Gl. (1.41) zu entmeh ist, dass die extrinsische Information durch

%Bei einer seriellen Codeverkettung sind die Codesymboldes auReren Codierefy die Eingangssymbole des inneren Codierers
C>. Daher muss der auBere Decodieler Soft-Werte fur die codierten Bit; liefern, nicht nur fur die Informationsbit.
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L; (&) = L(u)
v | /a _
Loy p L) = Lo ()
D~ L() D!
- L™ ()
Bild 1.24: Iterativer Decodierprozel3
Subtraktion
Le('&i) = L(ﬁ,) — Lchyi — La(u,-) (162)
extrahiert werden kann. Wir erhalten somit die in Bild 1.REzBierte Struktur.
L3 () = Ly(u) -1k M.
N
A
4
) 1/
AN D, I o) Leny + Le (u2 I » D >
| = I
LY(0) = Lepy + Li(1) + L2 (1)

Bild 1.25: Iterativer Decodierprozel? fur Turbo-Codes

Die von den Decodierern erzeugtsoftWerte L' (1) bzw. L? (i) setzten sich bekanntermalen aus drei Antei-
len zusammen, von denen der Anteil der a-priori-Informrafig (1) subtrahiert wirdUbrig bleiben der direkte
Informationsanteil der Kanalausgangsweftg,y und die extrinsische Informatioh. (1), wobei letztere fur
den nachfolgenden Decodierer eine a-priori-Informatitdel.

1.7.7 Ergebnisse zur iterativen Decodierung

Im letzten Abschnitt sollen noch einmal ein paar exemptaesErgebnisse zur iterativen Decodierung vorge-
stellt werden, um die recht theoretischen Herleitungenateten Abschnitte zu veranschaulichen. Aul3erdem
kann die Abhangigkeit der Leistungsfahigkeit verkettefodes von wichtigen Parametern verdeutlicht werden.

Die Bilder 1.26 und 1.27 zeigen die Ergebnisse ldeion-BoundAbschatzung fur drei verschiedene Produkt-
codes. Sie wurden aus drei Hamming-Codes konstruiert, defirflamming-Code, dem (15,11)-Hamming-
Code und dem (31,26)-Hamming-Code. Dabei wurde nur die ®itttistanzd,,;, = 5 beriicksichtigt. Sie
ist fir alle drei Codes identisch, da Hamming-Codes stetsviindestdistanz 3 besitzen und somit der un-
vollstandige Produktcode die Mindestdistahz 3 — 1 = 5. Lediglich der Koeffizient; aus GI. (1.11) ist
unterschiedlich, weshalb die Verlaufe sich leicht urdkesden ((7,4)cs = 0, 5625, (15,11):¢c5 = 0,2975,
(31,26):¢c5 = 0,1479). Asymptotisch spielt dieser Faktor keine Rolle mehr.

Die Kurven sind also nur fur grof3e Signal-Rausch-Abstagdnau. Trotzdem sind sie geeignet, um einige
tendenzielle Aussagen zu treffen. Tragt man die Kurvesr il /N, auf, ergeben sich wegen

/. Es
P, <5 -erfc ( 5F0>
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0
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Pb—)

—6

10 "

10

10

— (7.4)

— (15,11)|]

—— (31,26)

10

4 5 6
E,/Np in dB —

10

Bild 1.26: Union-BoundAbschatzung (asymptotisch) fur Produktcodes a) gV, und b) UibetE, /Ny

0

10

-4

10

Pb—)

10 +

10

-10

— (7.4)

— (15,11)|]

—— (31,26)

10

4 5 6
Eb/Ng indB —

Bild 1.27: Union-BoundAbschatzung (asymptotisch) fiir Produktcodes UBgiV,

10

nahezu keine Unterschiede, was aufgrund der gleichen Idididéanz nicht verwunderlich ist. Allerdings ist
zu beachten, dass die drei Codes jeweils unterschiedlicker@ten besitzen und somit auch die erforderliche
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Bandbreite variiert. Berlicksichtigt man diese Tatsaaleteagt Uber, /Ny auf,

D
Py < ¢ - erfc < 5RN0b>

so erhalt man die in Bild (1.27) dargestellten Verlaufe.vidrd der deutliche Vorteil des (31,26)-Hamming-
Codes deutlich, da er einerseits den geringsten Koeffementbesitzt, andererseits die Distaig;, = 5 mit
wesentlich geringerer Redundanz erreicht und somit eioBaye spektrale Effizienz besitzt. Bezogen auf die
je Informationsbit Ubertragene Energie ist dieser Prochde also der beste der drei Kandidaten.

In den folgenden drei Bildern (1.28 - 1.30) sind Simulatenggbnisse dargestellt. Es wurden insgesamt stets 3
Decodierdurchlaufe durchgefuhrt. Zum Vergleich istg¢ée/das Ergebnis der analytischen Abschatzung eben-
falls mit aufgefuhrt.

. Produktcode Hamming (7,4)

10 F T T T T T T T
i -o- It.1
- 1t.2
a1 -0~ 1t.3
10 ¢ = —— analyt
A SR FimoN ]
=8

Ey/Np in dB —
Bild 1.28: Bitfehlerraten fur Produktcode aus zwei (7,4)-Hammingd€s

Es ist erkennbar, dass mit jeder lteration der zusatzliébeinn kleiner ausfallt. Dies liegt an der Tatsache,
dass stets die gleichen Informationsbit geschatzt wettiehdie als a-priori-Information genutzte extrinsi-
sche Information immer starker mit den Ubrigen Eingaagmal korreliert. (Dies verdeutlicht noch einmal die
Wichtigkeit der statistischen Unabhangigkeit der a4pilioformation von den tibrigen Eingangssignalen). Die
Gewinne zusatzlicher Iterationen fallen um so hoher jpugiol3er der Interleaver ist. Je weiter benachbarte Bit
durch ihn auseinander gewirfelt werden, desto bessdwesstatistische Unabhangigkeit erfillt.

In Bild 1.30 ist aulRerdem deutlich zu erkennen, dass dieBifkurven ab einem gewissen Signal-Rausch-
Abstand abflachen. Dies ist nicht auf Simulationsungenaitign zurtickzufiihren, wie der Vergleich mit dem
asymptotischen Verlauf der analytischen Abschatzungt zeiir grof3e Signal-Rausch-Abstande dominiert ein-
zig und allein die Minimaldistanz, und diese bestimmt diei@tng der Fehlerkurven. In Bild 1.29 is dieser
Effekt ebenfalls zu beobachten, allerdings nicht so ausggp

Die Bilder 1.32 und 1.31 zeigen noch einmal den Vergleichdder Produktcodes, nun aber anhand von Simu-
lationsergebnissetber E; /Ny aufgetragen ist zu erkennen, dass die MindestdistanzdidegSignal-Rausch-
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0 Produktcode (15,11)-Hamming und (15,11)-BCH
lO F T T T T T
i -o- It1
- t.2
I -0 It.3
10 B = = : = : . — E
1%\§§;;s\ : analytE
[ %Q« : © - ]
I S o ]
| &3: TNe
102 | Ba S ! , !
r S "0 ]
N SN ]
(*)\\ N SN
/]\10_3’ I b é\\'\ \Q g -
< | S o
N % Q\
D N
1645 \\1¥\ TR 5
; &N b
L N Xﬁ N
—57 \<>\\ N \O\
10 » SU% \\ A
i 9
10_6 1 I 1 ! !
0 1 2 3 4 5 6

Eb/NO indB —
Bild 1.29: Bitfehlerraten fur Produktcode aus zwei (15,11)-Hamm@Gages

Produktcode (31,26)-Hamming

10° ¢ : ‘ ‘
b It.1
i It.2
al t.3
10 % : RSk : G —— analyt
-2
10 "k : S : i : E
Tldﬁ?" E
<t
10_4? o : [ : o : E
10_5? o : . : ¥ : E
10_6 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6

Ey/Ny in dB —
Bild 1.30: Bitfehlerraten fur Produktcode aus zwei (31,26)-Hammages
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Abstande dominiert, hier verlaufen alle drei Kurven selkhtbeieinander. Fiir kleinere SNR erweist sich der
(7,4)-Hamming-Code als der beste Komponentencode.

0 Vergleich von Produktcode verschiedener Hamming—Codes tber Esh
10 F T T T T T E

(7,4) |
— (15,11) ]
_ (31,26) ]
10 & : : : : 3

T10°%

Es/Np in dB —
Bild 1.31: Vergleich der Bitfehlerraten fir Produktcodes Ulbgr Ny

Beriicksichtigt man wiederum die unterschiedlichen Catdgr, so ergeben sich die in Bild 1.32 dargestell-
ten Verhaltnisse. Aufgrund der besten spektralen Effzleesitzt der (31,26)-Hamming-Code die grofite Lei-
stungsfahigkeit.

Zum Ende dieses Kapitels zeigen die Bilder 1.33 bis 1.37 dielghisse fir die in Abschnitt 1.4.2 vorgestellten
Turbo-Codes. Es wird deutlich, dass auch hier mit zuneherehdrationszahl die Gewinne immer kleiner
werden. Weiterhin fuhrt eine VergroRerung des Intedeszu einer Verringerung der Bitfehlerrate. Allerdings
sind hier lediglich einfache Blockinterleaver eingesetatden. Wie schon diskutiert wurde, sind aber pseudo-
zufallige Interleaver besser geeignet. Dies ist dararrkenmen, dass eine Vergrof3erung von 400 auf 900 Bit
keinen groRen Gewinn mehr liefert.
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0 Vergleich von Produktcode verschiedener Hamming—Codes ber EbN
10 F T T T T T
5 — (74
— — (15,11) |
| : — (31,26)|]

T10° -
< f
107
10°}
10_6 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Eb/NO indB —
Bild 1.32: Vergleich der Bitfehlerraten fur Produktcodes Gligy Ny
0 10x10 Block-Interleaver
10 F T T T T T T T ]
: — It. 1 [
— It. 2 |
— It. 3 |/
— It. 4
— It.5 [
It. 6 |1

1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 55 6

Ey/Nyin dB —
Bild 1.33: Bitfehlerraten fur Turbo-Code mit 10x10-Blockinterleav
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30x30 Block-Interleaver
0

10 F T T T T T T | ]
. — It. 13
— It. 2 |
— It. 3|

— 1t. 4
— It.5 |3
It. 6 |

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
Eb/No indB —
Bild 1.34: Bitfehlerraten fiir Turbo-Code mit 30x30-Blockinterleayv

900 Random-—Interleaver

100 F T T T T T T I
: TR
2
I3
o 4
10F T
’ It. 10 |]
+
Q:‘D L
107 sss:: NN : : : : ]
10_4; 3

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5 55 6
Eb/No indB —
Bild 1.35: Bitfehlerraten fiir Turbo-Code mit 30x30-Zufallsintealesr
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900-Random-Interleaver, Rc=1/3

10 F T T T T T T T |
; — It. 1
I — It. 2
I — It. 3
~1 — It.4
10 "¢ — 1.6 |
It. 10

3 3.5 4 4.5 5 55 6
Eb/No indB —

Bild 1.36: Vergleich der Bitfehlerraten fur Turbo-Code mit 30x30fdlisinterleaver und?. = 1/3

0 Vergleich der unterschiedlichen Interleaver
10 F T T T T T T I I T
. — FC, Lc=9
— BIL-100
I — BIL-400
9 — BIL-900
10 bt 5 : | — RIL-900
- : RIL-900,Rc=1/3|]

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 55 6
Eb/N() indB —
Bild 1.37: Vergleich der Bitfehlerraten fur Turbo-Code mit versaléaen InterleavergroBeR{ = 1/2)
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